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BERICHTIGUNG. 


Auf pag. 94 des fiinften Bandes der Acta mathematica habe ich irr- 
thümlich für die Vielfachheit der Ortscurve d,(A)ter Ordnung in den Puncten 
A 


Differenzengleichung für ¢,(h) muss heissen: 


:,---, An die Zahl y angenommen, während sie nur ~—h +1 beträgt. Die 


€, (h + 1) — e, (h) = (n —p — h)g, (h) + h(p — h + 1). 
Der begangene Fehler hat sich auf einige der nachfolgenden Formeln übertragen; 


insbesondere muss der für [x,] entwickelte Ausdruck um 


I 


e n(n? — 1)(n* — 4)(n — 3) 


vermindert, und 7 um ebenso viel vermehrt werden. 
Freiburg i/B., Mai 1884. 
H. Krey. 


SUR LA FORMULE 


Be le B.h* 
hu, = Au, —* . Au! an guiones 


Ly 
7 rag Usu + ete. 


PAR 


C. J. MALMSTEN 


A UPSAL (1). 


On sait que STIRLING, dans son ouvrage Methodus Differentialis sive 
Tractatus de summatione serierum résolut, il y a plus d'un siécle, une 
multitude de problèmes importants pour la théorie des séries infinies en 
général, et particulièrement pour les expressions de très grands nombres, 


(*) Je erois devoir publier dans les Acta Mathematica le mémoire suivant de 
M. C. J. MALMSTEN, ancien professeur à l'académie d Upsal. 

Le mémoire en question a déjà été inséré dans CRELLES Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, T. XXXV (1847), p. 55—82, mais avec de telles 
erreurs typographiques et d'autres plus graves encore au point de vue du texte comme à 
celui des formules, qu'il en est devenu presque illisible. 

Ce mémoire doit être avec raison considéré comme une oeuvre capitale pour le sujet 
important quil traite, et voici entre autres le jugement de M. LIOUVILLE dans son 
Journal de Mathématiques, T. XVII, p. 448 et dans Comptes-Rendus, T. 
XXXV, p. 317. Ayant appelé l'attention sur la formule célèbre de STIRLING qui, 
tendant d'abord très rapidement vers la valeur demandée, devient ensuite divergente, M. 
LrovviLLE dit d'un théoréme remarquable, dont LEGENDRE avait acquis pour ainsi dire 
le sentiment par ses calculs numériques: »Il est établi d'une manière très simple et trés 
élégante dans un mémoire de M. Malmstén, que je me plais à citer comme remarquable à 
plus d'un titre». Plus loin, en parlant de ses lecons au Collège de France, M. LrovviLLE 
ajoute: »J'ai présenté à mes auditeurs l'analyse de M. Malmstén .... dont je crois avoir 
simplifié quelques détails». 

J'ai eru par suite devoir réimprimer iei un remaniement dudit travail corrigé par 
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qui se présentent si fréquemment dans le calcul des probabilités et dont 
il serait presque impossible de trouver directement les valeurs numériques. 
Parmi toutes ces formules il y en a une qui a toujours attiré l'attention 
particulière des géomètres et qui est spécialement connue sous le nom de 
formule de SriRLiNG, à savoir celle qui sert à calculer par approximation 
le logarithme du produit d'un grand nombre de facteurs croissants en pro- 
eression arithmétique. Cette série offre une singularité bien remarquable. 
Elle procède selon les puissances négatives d'un nombre trés grand et, 
étant décroissante très rapidement, elle finit nécessairement par devenir 
divergente, quelque grand que soit le dit nombre. ; 

Quant à la convergence ou la divergence des suites infinies, on sait 
que les analystes d'autrefois y attachaient beaucoup moins d'importance 
que ceux d'aujourd'hui; ils se servaient méme trés souvent dans leurs: 
calculs de series évidemment divergentes. Aujourd'hui bien s'en faut 
qu'on approuve l'usage de séries non convergentes; au contraire on veut 
qu'elles soient complétement bannies de l'analyse. Mais cette rigueur, 
juste et raisonnable en elle-méme, a été mise à une bien dure épreuve 
par la série de SrmrrwG. D'une part divergente, comme elle l'est, elle 
devait en effet ótre rejetée: d'autre part, étant presqu'indispensable, elle 
ne peut point létre. Cela étant, à moins de faire, à cause de la nécessité, 
une exception extraordinaire et non légitime pour cette série (ce que 
quelques-uns ont effectivement fait) il ne restait d'autre moyen que 
d'essayer de la rendre finie, c'est à dire, de chercher son terme complé- 
mentaire, ce à quoi on a aussi réussi. Nous rappellerons seulement ce 
que LrovvinuLE et Cavonx ont fait à ce sujet. | 

La formule de SrirriNG n'est cependant qu'un cas très particulier 
d'une formule qu'Eurzn a proposée le premier, mais qui est ordinaire- 
ment attribuée à MacrAUnIN(!) et connue sous son nom, savoir la formule 





l'auteur lui-même, avec d'autant plus de raison que je crois savoir quil s'occupe d'un 
nouvel article traitant ce sujet, et où il cherche à donner aux formules une telle généra- 
lisation qu'elles puissent être appliquées aussi aux fonctions d'une variable complexe. 
Le rédacteur. 

(') Le changement dans le texte est motivé par un intéressant petit mémoire de 
M. G. EwEsTRÓM communiqué à l'Académie royale des Sciences de Stockholm le 15 Dé- 
cembre 1879 (voir Öfversigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Förhand- 
lingar, 1879, N:o 10, p. 3—17: Om uppläckten af den Euxer ska summationsformeln). 
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Pe Bh 
peg MITIS 





(1) hZu = fud. er. .u+ w’ + ete, 


" 


ou B,, B,, etc. désignent les. nombres de BerxouLuı et w', u”, etc. la 
premiere, la seconde, etc. dérivée de 4. Les nombres B,, B,, etc. sont; 
comme on le sait, tels que, dés le quatriéme, ils vont toujours en croissant 
et finissent par devenir infiniment grands. Ainsi la convergence de la 
série (1) n'a pas généralement lieu; au contraire nous lavons vu étre 
divergente dans le cas particulier de la formule de SrirzinG. 

Cela posé, la série (1) présentant souvent la méme singularité que 
celle de STIRLING, à savoir d'être d'abord rapidement décroissante et de 
finir par devenir divergente; les géométres ont regardé comme trés im- 
portante la légitimation générale de son emploi dans le calcul d'approxi- 
mation. En effet ils ont tàché de fixer les limites du reste de la série, 
quand on arréte le caleul à un terme déterminé, c'est à dire, de fixer 
les limites du terme complémentaire. Le premier essai à cet égard que 
nous avons eu l'occasion de connaitre est dû à ERCHINGER, et se trouve 
exposé par EvrELwEIN(" et par v. ErriNGsHAUSEN(). Mais son analyse 
n'est point satisfaisante, puisque l'équation différentielle (à l'aide de laquelle 
il trouve la valeur du reste) n'a lieu que dans le cas où la série infinie, 
d’où elle est dérivée, est convergente; ce qui en effet n'a pas générale- 
ment lieu. í 

Un autre calcul trés ingénieux du terme complémentaire, dans le 
développement de hXw entre des limites données, est du à Poissox, qui 
Ya exposé dans un excellent mémoire: Sur le calcul numérique des inté- 
grales définies(?). Il est fondé sur l'expression connue 


f(x) == Nos e IS cos (2) |n 


—a 
— 


(qui, comme on le sait, a lieu pour toutes les valeurs de x comprises 


(*) Grundlehren der höheren Analysis. Berlin 1824, T. 2, $ 696. 
(^) Vorlesungen über die höhere Mathematik. Wien 1827, T. I, p. 429. 
() Mémoires de l'Académie des Sciences. Paris 1826, T. VI, p. 571—602, 
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entre les limites des intégrales) et donne pour résultat la formule 


suivante: 


hE f(x) =f Pw)de — Mf(o) — f(9)) + AM) — FO. 


0 


LA) A Jen foh (o) — fo (9) Er Bas 





= (2; zy" A, = zd += 27% +5 2m = ds x ete. 


TS 
to 
Le 
t! 


€ 


i—-* 
h,\2™ I 217% 
a. ER (2m) f , 
I = | 1) 2 (Àj. am * 0 h f (x)dx. 
VAT = a , 
i= 


0 











En mettant ici æ—x, à la place de x et puis f(x) à la place de 
f(x — x,) on obtiendra facilement, si l'on fait c + 2, = m, 


(9. AEC = f flayde — MfG — Gs) + AME Gf ()) es 


To 


-F (— 85 LA. ere OE 0) — fa D(x v4) "is Ri, 


. i=o 
h 2m I 2in(® —1$ ) “9 
am 1 2m) (9p ) 
Ri, = (— 1)”. 2 (à) | i | “im 008 — = | f^" (2). de. 
27 Ja 
v i=1 


la plus grande valeur numérique de f(x) 


où 


Si l’on désigne PR M. 


2m 


er € 1 
entre « = z, et =, on aura() 


(4) | | = 00" A, . M, (y, — 2) | (Ovi en) 





(') Nous désignous, d'après M. WEIERSTRASS, la valeur numérique d'une quantité 
réelle @ par | QI. 
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et, dans le cas où f°” (x) conserve le méme signe dans toute cette étendue, 





, m h ym 2m—1) (^. 2m— C Y cos p, 
I. mx (— I) 2. (+) C a D(x,) — ioe PE 5)! S V 
i=1 
i=o at = 
m—1 h a 3 (2m —1) (2m—1) l us an : 
rer SER 
i-1l 
en posant 
217 a d E 
Jy" Ut e 2) (o < 6, < 1) 


c'est à dire, à l'aide de (2), 
(5) E; = (— 1)" * fe.) — fon(2,)(20, — 1) Any (0 <8, <1). 


Nous aurons done, fC"(r) conservant le méme signe depuis x = x, jusqu'à 
T —% > 


AEf(s = fi x) dw —~h.|f(a,) — f ()] + A, fe) — f'())— 


(6) + (— p.f. dente 1 hm? UU.) = [92 y 


+ (— 1)*38, . 24, I9" (fO"—D (x) — fe" (x, (0 < 6, < 1). 


On doit aussi à lillustre auteur des Fundamenta nova theorie func- 
tionum ellipticarum un excellent mémoire sur ce sujet savoir: De usu 
legitimo formule summatorie Maclauriniane('), où il démontre que, les 
deux expressions 


(7) Xe + 2). “et X gene + a) 


() Journal für die reine und angewandte Mathematik v. CRELLE, T. XII, 
p. 263—272. 
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ne changeant pas de signe, depuis z — o jusqu'à z — 7^, et de plus étant 
toutes les deux du méme signe, on aura 


9) Ere) = fir) dz — Af) Ma IF) 





TELS = Ser" Q—f" (n) ++ (— 1). re 22 2 end ) — fem. ) 


s We 2m 


+ (— at ek) le), 
où o «€ 8 «€ r. 

Si Lon compare le résultat auquel est arrivé JAcoBr avec celui de 
Poisson, on voit sans difficulté que leurs recherches se completent l’une 
l'autre d'une certaine facon. La déduction de Porssow exige que la déri- 
vée f?"(r) conserve le méme signe depuis « = x, jusqu'à x = 2,; mais, 
pour la dérivée paire suivante f°"*?(«), elle ne demande aucune deter- 


mination particulière. La déduction de JAcoBr suppose — non pas que 
f?"(z) conserve le méme signe entre r — x, et x = x, — mais seule- 
ment que 

T 
(81) | X fe" (s + 2) 


conserve le méme signe entre z — o et z — h; mais elle demande en 
méme temps, qu'entre les mémes valeurs de z, 


£e) 


ait le méme signe que (Sa). 

Aprés cette exposition succincte des recherches antérieures sur ce sujet, 
il nous sera permis de dire un mot sur le présent mémoire. Nous le 
diviserons en trois sections. Dans la première nous nous occuperons de la 
recherche de quelques relations entre les nombres de Berxourı, dont 
nous aurons besoin dans la suite: dans la seconde nous développerons les 
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théorémes et les formules générales qui touchent de plus prés à la formule 
remarquable, se trouvant en tête de ce mémoire: enfin dans la troisième 
nous ferons quelques applications importantes du dernier de ces théorémes. 

Nous n'ignorons pas que la formule d’Evrer est ordinairement pré- 


sentée sous la forme (1); mais nonobstant nous avons préféré pour nos 
recherches la forme 


TIS Ue OR L7 M Bj = 
(9) Ru Au, — >. Au +7 NUE mang ae a OU a ete. 


2 
Au premier coup-d’oeil on trouvera cela peut-être de très peu d’im- 
portance; mais la forme n'est pas tout a fait sans conséquence dans les 
applications. En effet la formule (1) étant prise dans sa plus grande 
généralité, on ne peut parler d'un terme complémentaire, hXw étant ab- 
solument indéterminée. Il faut done ou fixer le terme Xu, en le con- 
sidérant comme une sommation entre de certaines limites (ce qui est le 
cas ordinaire), ou le prendre pour une fonction déterminée de x, d'ou 
lon puisse ensuite déduire w et ses dérivées. Mais le procédé ordinaire 
a souvent des inconvénients par rapport à la continuité; ainsi p. ex. le 
développement de log/'(r + 1) qu'on trouve de cette manière n'est 
rigoureusement démontré que pour les valeurs entières de x. Nous avons 
donc préféré considérer Zu comme une fonction déterminée de x; et pour 
faire voir cela plus clairement, nous avons donné à la série dont il s'agit 
la forme (9). ) 

Quant à la méthode d'opérer, nous prenons le méme point de départ 
que JAconr, savoir la formule connue 


A? h” a 2) 
= , [77 (r) V EFT) dave 
U,ın =U, + h.u, + ui. Saas + Ue a | IL dz; 


PI PIEVE Eo e. 7 


mais le reste de nos déductions sera tout a fait différent des siennes. 
En effet les recherches de cet illustre analyste font fort bien connaitre 
que la fonction que nous avons désignée par e(z) (voir la formule (25)) 


conserve toujours le méme signe entre z = o et z = h; mais elles ne font 
pas voir la propriété la plus remarquable de cette fonction, savoir qu'elle 
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A - SE h 
a entre ces limites son seul maximum ou minimum en z = = et qu'elle est 


parfaitement symétrique de l'un et de l'autre cóté de ce point. Cette pro- 
priété est un point essentiel pour nos déduction; c'est par elle que 
nous sommes parvenus à trouver les limites du terme complémentaire 
pour le cas méme qui a échappé aux recherches de JAcoBr, c'est à dire 
pour le cas où les expressions (7) n'ont pas le méme signe. 


Relations entre les nombres de Bernoulli. 


S E 
Si dans la formule connue = 
oo 
or —wr 
ere I I Lo 
(10) = . dr = —— - cotang - 
e p a 2 Tag 
Le 
0 
on met à la place du membre a droite sa valeur 
(ir):  cotang - Be +..+B oe + ete 
eS - oO) = P . . 
DINI RENT iF 2 UT m ..2m 


(où B, B,..., B, etc. sont les nombres de REN, on aura, en 
posant © = 0, après avoir différentié 2m — ı fois par rapport a cette 
variable, 


da ae Bs. 
(12) EP An 


Or la formule (10), multipliée par cosw, donne 


(13) 2. | ————.co8o .dz = e,(o), 


ce 
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en supposant pour abréger 


I I I 2 cosw 
——-.cotang -«| = — —— — cotang 
[0] 2 2 e 


¢,(@) = 2.cos o e + sno, 


Nhe 





c'est a dire, en vertu de (11), 
o? B, I wo FA 2 
HOMO tte 


— + (— RE) + etc. 


Différentions maintenant 2m — 1 fois la formule (13). Pour cela nous 


nous servirons de la formule connue 


d" (e””. cos my 


» À = zi ur 

^ f ex n4 my-pf, ; A yn—my-1) n 
(15) map 6 — le Yn + mq— 1)" + e Vn, — m — xy) 
qui, toutes réductions faites, donnera pour © — o 





EL rae CoUmt-6 synt 











(de) ^ = = 

Done on tire de (13) 
(1 «E EN um c= (1 = i= Zn p meg T Bi 
(17) en KT IRE Tr Aal 1) Iu 
0 
parce qu'en vertu de (14) on a 
don e, (v) => Ip dz (— yen MEL x 
don EG m s Mm 


En développant les puissances sous le signe fi dans (17), et en designant 
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par (2m — ı),, (2m — 1),, ete. le premier, le troisième ete. coëfficient 
du binome pour l'exposant 2m — I, nous aurons 
Ade | ( ae x — (2m — 1),.0° + .. | 
A» 2m—3 m—1 2m—1 
24 ne (— 1)" (zm — 1), 5.2275 4- (— 1)*-".2 | 
0 





et de là, à l'aide de (12), on tire la relation suivante entre les nombres 


de BERNOULLI: 


(18) (2m — 1), :B,—=.(2m Les 1),. B, + 52m — De Bi: 


ILL T 


= I 
cb Cau em Nama Bua = 


m 


$ 2. 


x à la place de x et dans (10) 2@ à 


Mettons dans (10) et (r2) : 


la place de w; nous aurons 


2m—1 2m—1 
(19) a m 3 de ae 2 m F By 
oo = 2m 
LE 
0 
E 
wr —wr I 
———.dx = — — cotang o. 
e —1 e 
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La dernière formule, multipliée par cosw, donnera 


oo 


("* — €") eos w 











. COS €) I 
= .d% — sino + = — 
a. = T e) sin e) 
‘ 
d'ou, en posant w = 0, aprés avoir différentié 2m — 1 fois par rapport 


à cette variable, on obtiendra en vertu de (16) 






































ae (1 + CNS Bea = (1 aN E dz E 
U gn 
0 
a 0 COSW I 
Sa ITT == 
dio) | BE e sino 
(doy * 
Mais comme 
COS c) I o o o - Uim 
sin — — = A =, (esito Se ete 
a er Ÿ 2 16 zat) ( ) TTE d 
I INEO SB 2(2°—1). B, .&° Bo ED De d 
——— ( ) pe oe) EC EAN == + etc. 
Sin © e I.2 1.2...4 1.2...2m 
on aura 
den-»5 ED ep Se I 
(w=0) sinw m I I í 92m—1 I B il (— i)" (2m Er. 1)! 
eic etm zx — 1B, AC D 


d'ou enfin on obtiendra 











; .2m—1 
@(2e sat): Be 


2m 


= —— + (— D. 
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En développant (1 + zy—1:)" et (1 — zy—1)"-' et en faisant les 
intégrations à l'aide de (19), on aura 











2 / . . 2m—2 
(2m—1),.2*.B, | (2m—1),.2'.B, m2 (2m — I)om—s - 2 BE 
CN cnrs Se ail ae 2 3 
DAR ep or EE 1).B 
T ml = m I x1 z—I m = m 
GE ( ) 2m 2m ads ( ) 2m 
d'où l'on tirera facilement 
4 
ERA Eee ian (ee 
2m 2 4 
2m—2 2 
3E (‘= 1)" (2m — I)om—3 + 2 qu PR Ba v. = 1)" 2(2 m D: B, 
N ; 2m — 2 2m 
: 2o I I 
et enfin, en multipliant chaque terme par T(m)' 7° 
I I I I I B I I 





Een EB ue pee RÉ 7 eee 
(21) Le dom 2m 2. 1...(2m I) ot y I.2. I...(2m —2 2m—2 
2 2 2 





B, I I E Te la PT 
EC URL AR eT CUTE el) mer 
I 4-I...(2m — 4) 2 I (2m — 2) 1 2 
2 D 
zm 
ws (— ye zd By 
>> am I 2m 


Théoremes et formules générales. 


x 


$3. 


Les deux relations entre les nombres de BervourLnı dont nous aurons 
besoin dans lo suite, ayant été trouvées dans (18) et (21), nous passons 
maintenant à ce quil y a de plus essentiel dans ce mémoire. Soit w, 
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une fonction de æ qui, avec ses 2m + 1 premieres dérivées, est continue 
L * “ . , * 
depuis x jusqu'à x + h; faisons pour abréger 


(22) F(x, h) = hu; — Au, — H,.h. Au, — H,.h?. Au! — 


Roe see Auge» = Rea Aue. 


2m—2 2m—1 


ou ui, w; etc. sont les dérivées successives de #,. En vertu d'un théorème 
connu nous aurons 


h 


15 2m (h EET 


yit 2e -[- 2 res ue) + 
x 


2m 





(2m+1) 
Ur ea! A 





Au. — hu Lu E. 


1-22 


ee 


h? pt 3" a ge 
Auc, =h.w + mex ul +...4+ ———_ ee More) dat, 


I...(2m — (em — 1) 


Bus Bun, 1% 4. —. = ntl Use nn ae - ant, dz, 


Te (on 2) 


h 


AN Sage == h.u‘ + SED “h = 2) à HOME, dz. 


h 





Ces valeurs, substituées dans (22), donnent 
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C. J. Malmsten. 
où les coéfficients H,, H,,..., H,, , sont déterminés par 
I 
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§ 4. 


Considérons en premier lieu le polynome entre les crochets dans (23) 
et posons 
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qui, au lieu de (23), donne cette expression plus abrégée 


h 


2 F(a, h) = — [[e(h— 2) + d(h— z) |.ugv*v . qz. 
( 7) L4 ¢ 4 75 


0 


En développant e(h — z) + d(li — 2) selon les puissances de z, nous aurons 


g(h — 2) + 9(h — 2) = 
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c’est à dire, en faisant attention aux expressions (24), 








: ^ = P zm H, E 2 un H, ; jie Ron TEES Ho. t PEU, 7 
PUT ZEIT aoa ix om 02m c po E 
H, < 1. RUE » H, 1 n DIE ES N EH d peu 2 
1.2..(2m —3)  1.2.(2m—5) I 
ou enfin r 
(28) g(h — 2) + $(h — 2) = e(«) — 9(2). 


.. I 
En supposant ici z = >h, on aura 


ce qui ne peut avoir lieu pour toutes les valeurs enticres de m, a moins 
que les coéfficients des termes différents dans d(h—-2)() ne soient sé- 
parément égaux à zéro, c'est à dire que 





(284) dp —ÀAÁ PET 


Nous aurons done au lieu de (27) et (28) 


h 
(29) F(a, h) = — f eh — 2)". dz, 
0 
(30) g(h — 2) = ¢(z). 
$ 5. 


Quant aux coëfficients H,, H,, H, etc, on obtient immédiatement 


In 


, 


D | = 





(‘) Voir la formule (26). 
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par conséquent, a l'aide de (28.), la derniere des relations (24) peut étre 
présentée sous la forme 


m— Y Hd HE H, Hom —4 Hom—2 
(31) Em yet 2. (om) U; EON CEA) Qe is AA Ber, 


d'ou, en multipliant par 2./'(2m) et en supposant généralement 


(32) H,, = (— jns = er 


on obtiendra la formule 


sere ee (2m — n) At Ze 1),-, + „(em — 1, —... 


I 
T» — I 





SEM pig go Me, G5 


— — .(2M— 1) oq_5- A, 9 4- (— 1)". 


en vertu de laquelle (comparée à (18)) il faut nécessairement que 


et ensuite 


(33) Hi. — Ste 


en désignant par D, le r-ieme nombre de BERNOULLI. 


$ 6. 


Ayant trouvé les valeurs de tous les coéfficients H, il nous reste 
à donner une relation entre eux, dont nous aurons besoin tout à l'heure 


2 
o 
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et qui se trouvera facilement à l'aide de (30). En effet, cette formule 
donne immédiatement 


d'ou, en faisant les intégrations, on aura, aprés avoir divisé par 4°"+!, 

















I LÉ H, as H, + L H;m_a 
I.2..(2m +1) ' 1.2...2m I.2..(2m—-1) » 12% 
cs I I s Hoa ERE i H, : BOR T a! 
mam) each ayer 1.2...(2m— I) — 2 


et ensuite, en vertu des relations (24), en tenant compte de (28:), 


I I H, I He I 
(34) me 1.2...(2m + 1) eh 1.2...2m 27" Ve 121 (em) ze 








12-3 (2m—3) 34-4 


Nous nous occuperons maintenant de quelques propriétés remar- 
quables de la fonction ¢(z), et nous démontrerons en premier lieu 


quelle ne change pas de signe entre z — o et z — h, et quelle est 
positive dans cette étendue, si m est pair, et négative, si m est impair. 





D 
Pour cela nous observerons, qu'en vertu de la valeur 77, = —-, l'ex- 


pression 


z+ Hh 
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.h; en multipliant par 4~*.dh et en inté- 


D| m 


est négative entre z — o et z= 


grant entre h — het h = co, nous aurons 


sh E HEY 





fer + H,.h?)dh = 


A 


Cette expression étant négative entre les mêmes limites de z, il faut 
nécessairement que 





et par conséquent 





(2 H, -h ELLE 
f@+83e--\4 +e mr 





le soit aussi; d'où, en multipliant par — z, nous aurons l'expression 
g HR 
(35) ra PH B 


.h. Multiplions (35) par & *. dh et 


I 
2 


qui est positive entre z — o et z — 


integrons entre h = h et h = co, nous aurons 


Z “he se 
3228976 R24 3 








Cette expression, et par conséquent aussi celle de 


2° Hr ha Heh oe 
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: Ade I , 
doit étre positive entre 2 — o et z — -.h, et de méme (?) 














p Hi he H,.hr.22 4 
Se monem QUUM | 
d'où, en multipliant par — z, il s'ensuit que l'expression 
2° HR" Hence 5 
(36) RE: 2 RE Ee Um. 


a ‘ a : . . ^" I ; 
doit être negative depuis z — o jusqu'a 2—-h. Il suffira donc, pour 


faire voir ce qui a lieu en général, de démontrer que, si l'expression 
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(37) NE Tee her Peer 1.2...(2m—5) 5 4X up 


2m—6 3 
Hye .h er we 





Qm—4 4 
+ 1.2.3 OH, ,.h S 
est toujours positive ou toujours négative entre z — o et 2 — ch , celle de 
2m—1 2m—2 2 ,2m—3 4  2m—5 
N 2 : Joh Ah. DÀ. 
. (38) i 4 Hh mE H,.h .z "E i PE CE PORC Y: 
1.2..(2m— I) I.2...(2m— 2) 1.2...(2m — 3) 1.2...(2m — 5) 


2m—4 3 
EEE R | .3 


LL 5 Ha S quee 


£k 
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sera toujours négative ou toujours positive entre les mêmes limites de 2. 





(‘) Voir la formule (34). 


Sur la formule sommatoire d Euler. 21 


"m 


En effet, multiplions (37) par A-^".dh et intégrons entre h = et 
h = co; il faut que l'intégrale 


2m—3 pw +1 H zu je +2 


4d: s 


i ms) ee mEURBA Uum s 


zZ 








3 —5 —3 
Hon—6 2 h d = Hom—s 7% h 
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Mn [02 13/739 I 3 





et par conséquent l'expression 


2m—3 2m—4 


I H,z : 
a I.2..(2m—4) 2m—2 LE PI Gms) ame as 





3 2m—6 2m—4 
Hn-6-2 h a L Hos 4+2 h j 


Tm Ni 5 I B 





soit positive ou négative entre z — o et z= -h. Multipliant la derniere 


ae ay I si 
expression par dz et intégrant entre z= 2 et z —-h, l'intégrale 
o 2 ? D 


rect 2 Ys H, [hum 2 H, gp 4 H, ni ppm 
| 1.2...(2m — 1) I.2...(2m —2) © 1.2...(2m—3) ^ 1.2 





. 2m—4 2 
Ay, 4 h 


.2 
eR 


2m—2* 


2m—2 | 
h | 


doit de même étre toujours positive ou toujours négativé entre les mêmes 
limites de z; d'où, en multipliant par — z, il suit que l'expression (38), 
qui n'est autre chose que la dérivée ¢’(z), est toujours négative ou toujours 


HS I 
positive entre z= 0 et z —-h. 


Par ce qui précéde(') il est done démontré que c'(z), fonction 


(‘) Dans les formules (35) et (36) nous avons trouvé la fonction g'(2) positive pour 
m = 2 et negative pour m = 3. 
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entière du (2m — 1)" degré, est positive dans l'étendue indiquée, si m 
est pair, et négative, si m est impair. De la il suit immédiatement que 
l'expression 


f e (2)de = eo) 


0 





ne change pas de signe entre z — o et z —-h, étant positive dans 


Nile 


cette étendue, si m est pair, et négative, si m est impair. 


Il suffira done de se rappeler la relation trouvée ci-dessus 


(39) p(z) = g(h — 2) 
pour avoir démontré ce dont il s'agissait, à savoir que 


la fonction e(z), ne changeant pas de signe entre z — o et z — hi, est 
positive dans celte étendue, si m est pair, et négative, si m est impair. 


ER 


En differentiant (39) par rapport a z, on aura 


¢'(2)=—¢ (h—2), 


ce qui exige nécessairement 


h. 


1 | 


g'(z) — o pour 2 — 


Done, la fonction ¢’(z) qui, en vertu de ce qui précède, conserve toujours 
+ E : I i : I :; 
le méme signe entre z — o et z=-h, s'évanouit pour z = - ^h; elle passe 
2 2 
dans ce point du positif au négatif (m étant pair) ou du négatif au positif 


(m étant impair) et conserve ensuite le méme.signe depuis z = z^ jusqu'à 
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.2 — h. Il s'ensuit que la fonction primitive ç(z) va toujours en aug- 
mentant (si m est pair) ou en diminuant (m étant impair) depuis z = o 


: : I : udi Á 
jusqu'à z = EU et qu’apres cela elle décroit ou augmente continuellement 


jusqu'à z2—=h; c'est a dire que 


e(z) a, entre z=o et z — h, un seul maximum pour z=-h, 


à DN | 1 
m est pair, et un seul minimum pour la méme valeur 


u 


est impair. 


$ 9. 


— -h, im 
2 


Nous reprenons maintenant la formule (22), qui peut être présentée 


sous la forme 





Bh B,h* 
(40) hu, = Au, — hau, «Digo Au; Ser Aut ne 
= I)". Be Wien 
FUN à ee) n 
ou 
h 
(41) = — fuer}®.g(z)dz, ; 


6 


et par conséquent, c(z) conservant le méme signe entre les limites 
x , 
l'intégrale, 


h 
z - 
R= — «eng». f e(2)dz, 


0 


' c’est à dire, en vertu des formules (25), (33.), (34) et (33), 


2 B 
om cip Ug, ges gemi — eee om^ sl 


de 
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Cette valeur de R, substituée dans (40), nous donnera ce 


Théorème I. Soit u, une fonction quelconque de x qui, de même 
que ses 2m + 1 premières dérivées, est continue entre x et x + h; B 
valeur de R dans la formule (40) sera égale à 


2m+1 
ce mM 
F2. 2 


multiplié par une valeur intermédiaire de la (2m + 1)°% dérivée; c'est 


à dire, on aura 


d h , B, h* " Bh LIV 
(43) hw = Au, P Au, — Fe 5 Au‘ = DIETS Au, — oss 
> Ir Bab = esas BS pease AD 








xev: Ante + 


= Uz46h , 


1.2...(2m —2) ' 1.2..,2m 


(oes) ete 


Ce théoréme est absolument général, ne supposant que la continuité de 
la fonction u, et celle de ses 2m + 1 premières dérivées. 

En faisant dans la formule (40) x = x, et ensuite x = 2, on aura 
par soustraction ; 


Bh’ 
zi z Ae Au; |— 





(44) h(u,—w.)-— Au, — Au, — "Am, — Aul de 


= D. Bu. Hia 
1.2...(2m —2) ! 


9), = 5 1 2 
ef [Augn-9 — Auge —fete )ds.[uge to — ome 


De là, g(z) conservant le méme signe entre les limites de l'intégrale, on 
obtiendra, comme ci-dessus, 


(45) hu, —u;,)= Au, — Au, — "Au, — Au!) + 1 — Au} —… : 





m (2m—2) yeu 2m+1 
— 1). Ba-ıh a Dh : 
( í Anan -2)__ Aus" 2) + == LI +) Sn er 


1.2...(2m— 2p [.2...2m" | 
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Supposons ici (?) 


(46) ul = E f(r 4 2) 


d’où (?) 
Au, — Au, = f f(2)dz, 





1 A , . P y, H , we 
() De même que cela a lieu en général pour les intégrales définies nous employons 
partout dans ce mémoire le signe 


E L=2) 
E f(x) = | E f(x) 


/ UP (v + 2 IF (a T 
() En supposant ENS) E DRE) = f(x + x) on aura en général 


dz dx 
zh rth 


[fe + 2) dz Ge +2)de = AF(« +2), 


et 
(a) ff de = Fe, +)—Fle, +2) = | F(z +2). 


Or, en mettant 


Unte— Unt: = Uf le + 2) = | Z f(x + 2), 
on aura, l'intégration faite entre z et z +h, 
T=T zth T=T 
As eec Attz,+2 = | >> [Ge + z)dz = | LAF (ze +?) 
== | F(x + 2)dz. 
c'est à dire, à l'aide de (a) 
(b) Aus = Aus: = [fe + z)de. 
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et en général 


Au EP Au? == fe. ) See za) 


nous aurons la formule 
a; MEf(G = fre (z)dz fa) fa) e EP tris y— r0) — 


a i ea A ire +0h), 


H2 


qui n'exige pas nécessairement que z, — 4, soit un multiple exact de h. 
Dans le cas z, — z, = wh, en désignant par M,,, la plus grande 
valeur numérique de f^"?(r) depuis x = x, jusqu'à x — z,, nous aurons, 


abstraction faite du signe, 














2m) 





If” XD | e |" lu 


et partant " 


(48) bE fa) = ff dx — P {f(x DIE CECI 
ERE Ig P oet s (a) Me 


En comparant cette formule (48) aux formules (3) et (4) on voit que, 
pour obtenir, par développement en série, une valeur approximative de 


En différentiant 7 fois par rapport à 2, étant en général 


d* f(z + 2) _ dfe+?, 
dz da! 
on aura enfin . 


r —1 r—1 
(e) r Au, — Auf) A =f" (x, + z= f' t Y, be 2). 
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Ti Ji 
Zf(x) dont la différence de la vraie valeur de f(x) est numérique- 
Lo To 


ment <s, il suffira en effet de calculer wx terme de moins de la 
série en question que n'en exigent les formules de Porssox. 


IO. 


AN 


En supposant maintenant dans (40) et (41) que 4777? ne change 


pas de signe entre z — o et z — h, nous aurons 














R= — (0h). Aue”. 
Comme c(z) conserve le méme signe depuis 2 — o jusqu'à z — h, de 


Aue : (iss \ ; 
sorte que sa plus grande valeur numérique soit ¢(5h), et sa moindre 
valeur zéro, nous aurons 


R= —0.¢(5h). Aue”. (0<0<1) 


/ 


f 


Quant à e 4), on en obtiendra facilement la valeur à l’aide de (25) 


et (21), à savoir 





^ A 22m I BW 
(49) e(24) = — DE pcr you I am 


d'ou enfin 


2m 2m 
o m AT Bh 


(50) R = (— DET = D AUS. 





Nous aurons donc le théorème suivant: 


Théorème II. Soi u, une fonction quelconque de x, continue de 
méme que ses 2m + 1 premières dérivées depuis x jusqu'à x + h; soit 
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de plus la (2m + 1)'"* dérivée toujours du méme signe entre ces 
limites; la valeur de R dans la formule (40) sera 


* 


$2 
2"——1 Ji Jf 
> m+1 m (2m). 
k= on 1) .0. ml - NP S am Ale ? 


ef partant nous aurons 








2 h Bh? B,h* 
= i a’ 3 "n, 2 IV 
(51) hw, = Au,— 7. Au, + A ag 2.3.4 95 He 
m 2m—2 2 2m 
(a 1) - : Bach = (2m—2) m+1 2 N I B,h (2m) 
ea 1.2...(2m — 2) dme Seam ) Le Dar "T.2 a 1 
Op 


De méme, en supposant dans (44) que 


(2m+1) __ j,(2m4 1) 
Utz Urt: 


conserve toujours le méme signe depuis z = o jusqu'à z — h, on en tire 
facilement l'expression 


zo 


; ; i , B, 
(52) h(w,-—u;)— Au, — Au,,— ={ Au! — Au), ae de 5 Au, — Au, — 








{ (2m—2) DE 9) 
… + RC =) ‚Au, — Aut | 
22. B foe 
m+1 = m I (m) (2m) 
alee an ilo a UMEN b (o « 0 « 1) 
d'ou, en faisant 
ET 
Wet: LEE SE f(a + 2), 
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on obtiendra 





(3) bE f(x) = i f(w)do—* fa )—r@ + Ear) (a) 











B h* "n Fe oe By_ hw 2m—: ^ *(2i1 —3) 
TE . Ta: if @ je (wit ss E20: (em —2) V aid Co); 
52h PIT. B, 2m A dete Lose 
Seem yet LE er 2 = = a) yan (a, (o € 0 « 1) 


li 3 ne 


Cette forinule suppose que 
> POE + 2) 


conserve son signe depuis z= o jusqu'a z — /. En la comparant a la 
formule (6), on trouvera facilement 

1° que dans notre formule le terme complémentaire est compris 
entre des limites plus reserrées; 

2° quil n'y est pas nécessaire que #,— x, soit un multiple exact 
de A. Il faut seulement observer que dans ce cas le membre à droite 
de (53) ne donne qu'une valeur particulière de Zf(x); d'où, pour en 


To 


avoir la valeur générale, il faut la compléter par 


(54) 3(x,) = 8(%); 


8(x) étant une fonction périodique quelconque, telle que 


8(x + h) — 


mn 
8 

a 
© 


. 


La formule (6) au contraire exige nécessairement que zr, — x, soit un 
multiple exact de h. 
3° La déduction de la formule-(6) suppose que f®"(r) conserve le 
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: : : x à NS. - 
méme signe depuis r = x, jusqu'à r — z,; pour notre formule (53) il 
suffit que 


Tl 
(ec) (2m) (np. > 
(55) Lf (+ 2) 
o0 
ne change pas de signe depuis z — o jusqu'à z — h. En effet, dans le 


cas où z,— cr, est un multiple exact de Ah, il est évident que cela a 
toujours lieu, si f(x) conserve le méme signe depuis x = x, jusqu'à 





x — r,; mais cela peut aussi avoir lieu: sans cela. 








SITE 
En ajoutant à (51) l'expression 
0 — (— eds fc WT EN We Bah 17 Aue |, 
rer) ioe scam |? 
on aura 
" h ; B, Ba 
(56) lw, = Au, — -.Au, D Au — 
2 358.34 
B nu „em ‘ahs B ae 
Y "4 m+1 m (2m) ml 2 $ m VIR (2m). 
ie) Toes: ete Sn i 92n-1 — : 





et de méme on tirera de (53 


(5)  MEr) ff()ds— MfG) fod} + ES) — a} 


Lo 





= uni D 


"Pec 2m 





iC MEC 


era) F(a) 


RQ 2m m 


2 2m 
DT ey 5 
—— — J |; 

I 
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Cette formule fait voir que, si dans le calcul de 


on s'arrête à un certain terme du développement, la valeur numérique 
du terme complémentaire ne surpasse jamais celle du dernier terme. 


S 12. 


En mettant dans (43) m + 1 à la place de m, et en comparant le 
résultat à (51), on aura 


h 


2m+3 2m 2m 
8 Brick (2m+3) __ CRE ae Bn-h F: (2m+1) Iz 
(58) | ————— = da II | ee AR. 
12-5 (2m +2) DU 1.20.20) wi 
x 0 
Done, si les dérivées 
oo 
ne changent pas de signe depuis z= o jusqu'à z — h, et qu'elles aient 
le méme signe, il faut que 
2m T 
0. DIS oe 
soit négatif, c'est à dire que(') 
2m 
0.—— =0 < 1, 


2 


ce qui substitué dans (51) donnera immédiatement le théoreme suivant: 





(*) Il faut observer que. nous désignons toujours par Ÿ une quantité positive dont 
on ne connaît que o CM A< I. 


(59) 


C. J. Malwsten. 
Théorème III. Soit w,,. une fonction quelconque de x qui, de même 
que ses 2m + 3 premières dérivées, est continue depuis z — 0 jusqu'à 
z = h; supposons de plus que la (2m + 1)*"* et la (2m + 3)"™° dérivées 


“eet popu 


rz 


ne changeant pas de signe entre ces limites, soient toutes deur du méme 
signe; dans ce cas mous aurons 





Bh Behe 
hw, = Au, Ex Am ET ANS 
2 p2vjg 
n Bra ame (2m—2) m+1 By y" oan 
Eee) nn hio ER EE 


OSEE MI 


De méme, en mettant dans (47) m + 1 à la place de m et en comparant 
le résultat à (57), nous aurons, à cause de 


fe") (a) — fe» (x) = > f(x + em 


cette formule 





(6) AER =f fo) de — Ha) — fe) re) 
B h* m—1 us 2m—3) (2m—3 
aurcs. ed. (es ft (0) — f Ro) 
1 — he = 2m—1) 2m—1 
+ 1)"t.0. f (a) — Fe" (x) (0. m) 


pour le cas où 


(61 


\ 


/ 


> fe" (a + 2) et x fora Fe 


aS 
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ne changeant pas de signe depuis z — o jusqu'à z — h, ont toutes deux le 
méme signe. La formule (60) est précisément celle qui a été proposée 
par JACOBI (voir la formule (8)). 


Applications. (‘) 


Nous ferons maintenant quelques applications du dernier des théo- 


rèmes proposés. 


Première application. Développement de log /'(»). 


En multipliant par dx la formule connue 














1] Er mae pe YN 
oes epe 22 
ea a IE— 
D 
et en intégrant par rapport a x, à partir de «= 1, on obtiendra 
=" —(r—1l)z 
log l'(x) = 3 zs E | 
À ie 
0 
Supposons dans (59) h — 1 et 
—2 1 es SRE » 
(62) n 2 = 2 |:-- roe — — log 7 (x), 
1 —e 





(*) Il ne faut pas oublier que ces applications ont été faites en 1846, il y a 38 ans. 


Acta mathematica. 5. Imprimé 15 Février 1884 5 


34 C. J. Malmsten. 


d'ou 


= Ó ae et? : 
(63) us - far] 


et en général, r étant > 2, 


ASS cms 
UD = (—1)y3. | ———-de; 
ia 


cette supposition satisfera évidemment aux conditions du théoreme III. 





A cause de 
A 


, 
Au, =| Wis, dy; 


0 


on aura pour le cas en question 


h 
Au, = flog I(x + y)dy 


et, en faisant z + y — 9, 


1 = z—1 
Au, = flog Ty, + ı)dy, + flog Ty, + ı)dy, — flog Ty + ı)ay, 
0 1 0 


1 c 
= f'log Zn + x)dy, + [log ln + 1) — log I) | dn, 
0 1 


c'est à dire 


1 = 
Au, = flog ly, + ı)dy, + flog dy: 
0 1 
d'ou enfin, en vertu d'une formule donnée par RAABE, savoir 


1 
flog (y, + 1)dy, = Log (22) — 1, 


co 
or 


Sur la formule sommatoire d Euler. 


on aura 
Au, — !jog(2 z) + 2.lege — +, 


et partant 


et en general pour r>ı 


Au? = (— 1y. 


Pour ces valeurs de w’,, Aw,, Aw’, etc. le théorème III donnera 














log (x) = = log (27) 2n (s = TE = 1 e > AES 
haee c em e eS 
(od = 1) 
ou, en y ajoutant logs, 
(64) log/(c+ 1)— “1 og(22)+ (0+ deter — = + 


ver ige BE m 


(2m — 1)2m m’ 


= I y). Le 


(2m — 3)2m — 


aes 





2 3 TES 


Qi «stis. 


Cette .formule est généralement applicable, quelle que soit la valeur 
positive de x, ce qui n'est pas le cas pour les résultats que les méthodes 
ordinaires donnent pour le développement de log /'(x + 1). Leur point 
de départ étant ordinairement la formule 


log /'(z + 1) = log1 + log2 + log 3 +... + logz, 
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le résultat n'est rigoureusement le développement de log J'(x + 1) que 

pour des -valeurs enticres de x. Quant aux analyses qui ne sont pas 

sujettes à cette restriction (p. ex. celle de Caucuy et celle de LrouviLLE), 

elles sont tout à fait particuliéres pour le développement de log / (x + 1), 

et n'ont pas de relation avec la formule sommatoire générale d'Eurm. 
En posant pour abréger 








i Jj. LET 
M(x) = en 2d Hot à 
(-- "B, I Gout Be. à 











eee + 


(2m — 3X2m— 2) y (2m — 1)2m  42"—1i 


on tirera de (64), pour une valeur quelconque de x o, l'expression 





T (o: + 1) = Ve. 2. 7. e! ?; 
ce qui donnera successivement les relations suivantes 


P(e + 1) > y2zz.X7.6 ^, 


Dar) axe. e^ ^, 





2-1 
T (a: + 1) > V2zx.X".6 "e? ae UU 





Ces mêmes relations ont déjà été trouvées par RAABE pour des nombres 
entiers quelconques de z. Ce géomètre finit son mémoire (Journal de 
CnELLE, T. XXV, p. 159) par ces mots: »Sans doute elles subsistent 
encore pour des valeurs fractionnaires et méme incommensurables; mais 
je n'ai pu réussir jusqu'à. présent à démontrer cela rigoureusement.» 
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§ 14. 
Deuxiéme application. 
Supposons dans (59) h = 1 et 


cte I'(a. + x) 
(65) ee Tb 4 z).I(a—b-4-2)' 





où a> b; nous aurons facilement, en vertu de (63), 


—ız 
T ec f = (e CE e ER a) 
ae 


et généralement pour r > 2 








oo 


r—2 —ız 
un — (— 1). (== + (er +e €? — ede. 
HEU 
t 


0 


Cette expression satisfera évidemment aux conditions du théoreme III, 
d'où l'on conclut qu'en s'arrétant dans le développement de (65) à un 
certain terme la valeur numérique du reste ne surpasse jamais celle du 
terme suivant. Ce développement s'obtiendra sans difficulté à l'aide de 
(64), qui donnera 


(66) log 





(a 4- à 4 1) lud Wah e à 
[TO 4 ed 0. I(a—b 4 z 4 1) — ,log (27) +(a+2 os ;) log “2 





— IE ;) log(b + 2) —(a — b+ x + 1)log(a—b+.2)+2%+ 5 g(a) 


(— rj BL 
(2m — 1)2m ~ 


(— ise «Br 
(2m — 32m — 1) 


B 
mou 10) does «dons (0) + Tem—1 (2), 


38 C. J. Malmsten. 


ou, pour abréger, on a posé 


I I I 
at nb +a) (a—b+ FA 





q,(c) 
Supposons x = 0; en écrivant g, au lieu de g,(o) et en faisant 


B, B Ex I y. Bua = Ly ae B. B,, 


1.27217 3.4 SE (2m — 3)(2m — 2) “rs À (2m — 1)2m 





(67) N(a)— 


*12m—1 


nous aurons 


I (a +1) I ae \ j " 
log Ti) Me TT T — ; log(2z) + (a + ;) loga — (0 a ;) logb 





m (a a soe :) log(a — b) + N(q), 


et partant 





68 2 RDS S a PN 
(68) Jg Wy PEE rn Van 


Lorsque a et b sont des nombres entiers, cette formule donne la valeur 
du coëfficient du (b + 1)*"* terme du développement de (m + x)". 

Si a = 2r et b — r, on obtiendra la valeur du coëfficient du terme 
moyen du développement de (m + n)”. En désignant ce coéfficient par F, 








on aura 
2°" 
(69) : k= er; 
yar 
ou 
ETT EY 2!:— Y B. Y Do TD ET 
p(r) = M en EE 
2 I.2$ 2 3.4 7 2 CONS 
= > = Du I dup eet D 0 
le) BE ae à RIS 











os za (2m — 3) (2m — 2) x pn Dum ‘(2m — 1)2m ur 


» 


Sur la formule sommatoire d Euler. 39 


Designons par T le plus grand terme du développement de 
(m + n)" 
. . - 
on sait que ce terme est le (nr + 1)'"*(), et partant nous aurons 
Te en Amt" 


Quant au coëfficient I, il s'obtiendra par (68) en faisant @ = mr + nr 
et b= nr; d'ou il résultera enfin 


(70) T= VERS au (m + sys, 


27. mnr 
en posant pour abréger 


en A. ‘Be 


Ga 1)2m 


B, B Free 
nt ee) : 


i72 zu (2m — 3)(2m — 2)' 





URN cus 


Vom) 





(*) Ceci se démontre facilement de la manière suivante. Designons par T, le 4°" 


mr+nr 


terme dans le développement de (m + n) ; on voit aisément que 


mr + nr)p-4 RUE 
T, = Ty = Gr Em): „mein NW [ 


i (E — nr)(m + n) — nl. 


„Mais, à cause de 


(k — nr)(m + n) —n « o pour k € nr 
et 
(k — nr(m + n)—n > o pour k > nr, 


on trouvera immediatement que, 


pour k < nr, chaque terme est plus grand que celui qui le précède immédiatement, 
pour k > mr, chaque terme est moindre que celui qui le précède immédiatement: 


d'où il s'ensuit que 
Ti << Te Spe ie Sis x Porta 


Je => T2 > Tris > ttt > (AT EIS 


et 


c'est à dire, que 7,,,4 est le plus grand terme. 
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ou généralement 





I | I I I 
rem tn) m! n° 


La formule (70) donnera immédiatement 
JL m+n 


Ne — Q. 
mr+nr = su e ? 
(m + n) 27. mUn7 





(71) 


ce qui est l'expression du rapport du plus grand terme 7' du développe- 
ment de (m + x)" au binôme (m + n)""*"" lui-même. 

Avec la même facilité, que nous avons obtenu la formule (68), en 
prenant pour point de depart la formule 


Pb 4- 2). I (a — b 4r x) 
TC + z).I(a — c + z)|^ 





“o— log 





nous aurions aussi trouvé 


b 


(72) oo you =») ‚Da — 2I eX» 
/ I'(c + 1). la —c+I) c (a 23 c) c. (a AR cor 5 5 





en posant 


T B B Ie ; a 
N(p)= —.pn— pe Scie Sey Pa Si N 


1727 3. (2m -— 1)2m 


Dr ISBN - 
+ Pom—1 9 








où généralement 


Si a, b, c sont des nombres entiers, la formule (72) donnera l'expression 
du rapport entre le (c + 1)""* et le (b + 1)""* terme du développement 
de (m + n)*, savoir 





b(a — b) Da Deus ne? Rp) 
- Lee. 


. ENTE = 
c(a — c) € (a— ce)" m‘ 
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Les expressions, que nous venons de trouver, étant d’une grande 
importance pour le calcul des probabilités, ont été proposées par LaAPLace. 
Mais cet illustre analyste n'a pas remarqué que, les séries dont il s'agit 
étant divergentes, leur emploi n’est pas légitime, à moins que les limites 
des termes complémentaires ne soient déterminées. C'est ce qui peut 
toujours se faire à l’aide de nos formules. 


§ 15. 
Troisième application. 


Posons suivant LEGENDRE 


oo 


dlog Ka) _ [ zu), 


dx z er 
« 
0 


en faisant dans (59) h = 1 et 


(73)  w,— Z'(n 4- 1— 2) — Z'(n 4- x) = — cL le EN: 


0 


nous aurons généralement 


1 2 dz 
un = ET = (er: + ( Lj exo 
e 
0 


d'où lon voit que les conditions du théorème III sont remplies. De 
plus, la formule (73) donne 


1 
Au, = [u,,dy = log 
0 


Di 


, 
n + + 
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‚= 
bo 


et ceneralement 
en faisant pour abréger 


(74) a (z +n)" Xi (r — n) 


Au moyen de ces valeurs de uw, Aw,, Aw’, ete. et à l'aide de la formule 
connue 


(Gas) Z{1 + a) — + Z'(a), 


on tirera immédiatement de (59) 





p E mi n — æ E B, B, 
(76) Z'(n— x) — Z'(n + x) um = "ur Gener Br ch sak 
= i328 [ee yi B 


—1 
T— . bn 2 =: 


2m — 2 


Aer 
(ox 8 « 1) 


b. étant déterminé par (74). La formule (76) subsiste pour toutes les 
valeurs positives ou négatives de x, numériquement inférieures à a. 

Soit k un nombre entier positif ou négatif, dont la valeur numérique 
ne surpasse pas n; v étant tel que 


[E ie ES x 


on aura, en vertu de (75) 


i-n—1 


76-204 Sy 











i—c 
(ep i=k—1 
Z'(n + x) = ZG — pa) = e = 
DE iE 
i=n—1 i-1—1 


“+ 2(1 — [k— x) te. oi 
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d'ou, en soustrayant, 


i—n— 


. 1 
Z’(n— 2) — Z'(n + x) = Z'(k—x)— Z(1— [k—z]) — - + S nA 


i-1 


En substituant cette valeur dans (76), et en se rappelant que k > x 2 k— 1, 
et de plus que 





Zk — x) — Z'(1 —|k — z]) = — z.eotg (k — z)z — z.cotg zz, 
on aura 4 
p [ee 2: 
(77) zcotg zx = log = = = : — == S CE ao 
i=1 - 
=> 5 dy — i, E LT he's on mn, 


où b, est donné par (74). Cette formule est applicable pour toutes les 
valeurs de x, positives ou négatives, non entières et non supérieures an. 
Dans le cas où x est un nombre entier <n, les deux membres de (77) 
deviennent infinis; mais on démontrera facilement que, © convergeant 
vers un nombre entier 5 < », le rapport des deux membres convergera 
vers l'unité. Donc, généralement la formule (77) subsistera pour toutes 
les valeurs positives et négatives de x, inférieures à m. 

De cette formule générale, qui (je crois) n'a pas été proposée jusqu'ici, 
on tirera, en faisant n — co, la formule connue 


i=o 


i=1 
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§ 16. 


Quatriéme application. 


En faisant dans (59) h — 1 et 





; I'(z — y). I + y) e "dz v2 —yz 
uU, = log [7@)) = f Z&e dee — 2) 


(x > y) 


les conditions du théorème III sont satisfaites. Il s'ensuit qu'en s'arrétant 
à un certain terme du développement la valeur numérique du reste ne 
surpasse jamais celle du terme suivant. Donc, en faisant x = un nombre 
entier », on tirera de (64) 








G9 tog D ta _ (, 


I Ope Me) ; 
gl In)” —}) log (1 — 5) —y- log” ha 


+ 


en posant pour abréger 





B B, (= D) be (= 1) DES 
L=—. = m p CU) er d 
1.2 i qc - (ls +.. s (2m LEX 32m =>; 2) o5 3 EH (2m — 12m y 15 
ou généralement 
I I 2 








(a + y) n—yf © 
La formule (78) subsiste pour toutes les valeurs positives ou négatives 
de y inférieures à n. | 

Soit k un nombre entier positif ou négatif, dont la valeur numérique 


n'est pas supérieur à x, et soit y tel que 


k>y>k—t1, 


Sur la formule sommatoire d Euler. 


on aura, en vertu d'une propriété connue la fonction /, 


i=n—1 
log l'(n — y) = log I — y) +5: S log(i — y}, 
i=n—1 
log I’{n + y) = log li — [k — y) + zlogy’ +5: S log (i + y 
i=k—1 
I E 99 
"pesto. log (7? — y), 


et partant 


log (n — y).I' (n. + y)} = log (k — y). (1 — Kk — y) 


i=n—1 


+ Slog y + S log (? — y). 


En substituant cette valeur dans (78) et en se rappelant que 


F( — 9)- (x — [k — 9 — aca 


on obtiendra 


i—n—l 
I = = | HA quib. e (7? — y 
eae ale T 2 log I'(n) —- logy S log (? — y’) 


2 





d'ou 


20 (1 22 AS Ue y” = BONN Legi "se 
zy( (1%) (1-5) Ze. Ze I y) : 


red 
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et enfin 
sin zy = 


; AN 2) / S =i ; 
a zi y^ / y^ be wu e (ng) » 
ay 9) E ae rer 59 NN Lae ( = +) À 


\ y ISS 
(1 1.) 


formule qui subsiste pour toutes les valeurs positives ou négatives de y, 





inférieures à n. 
De cette formule remarquable, qui (je crois) n'a pas été encore 
proposée, on tirera immédiatement, en faisant n = ov, la formule connue 





rt 2 y^ y^ y* 
sinzy = zy(1 — y?) (: e Zi —}) es 


Upsala le 20 Avril 1846. 


BEWEIS EINES SATZES 


AUS DER MANNIGFALTIGKEITSLEHRE 


VON 


EDVARD PHRAGMEN 


in STOCKHOLM. 


Hr. Benpixson hat im zweiten Bande der Acta Mathematica unter 
anderen auf die Theorie der Punktmengen sich beziehenden Sätzen auch 
den folgenden gegeben: 

Ist P eine beliebige Punktmenge und 2 die erste Zahl der dritten 
Zahlenklasse des Hrn. Cantor, so hat die Menge P! — P die erste Mäch- 
tigkeit. ' ö 

Den Beweis giebt er daselbst nur für den speciellen Fall einer li- 
nearen Punktmenge, deutet aber an, es könne derselbe auch im allgemei- 
nen Falle in analoger Weise geführt werden. Wie dies geschehen kann, 
will ich hier zeigen — nach einer Methode, die einfacher zu sein scheint 
als die, welche Hr. Brnprxson selbst gebraucht. 

In der That, man nehme eine unendliche Folge positiver Grössen 


^N > N 
01310231 big e's Ora Vella 


im Ubrigen willkürlich, jedoch so an, dass immer 9, > 0,,, und dass 


. ^ * 
lim dé, =o 


n = 


. ist. Ferner definire man die Punktmengen 


Qu dar ..., Q 


tn? 
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durch die Bestimmung, dass Q, die Gesammtheit derjenigen Punkte von 
P' — P™ sein soll, die der Bedingung entsprechen, dass die untere Grenze 
ihrer Entfernungen von den Punkten der Menge P“ grösser als 9,, aber, 
wenn x> I, kleiner oder gleich 293, , ist. Mit der Entfernung eines 
Punktes (z,, 4,, ..., %,) von einem Punkte (rj, x, ..., x) ist hier wie 
gewöhnlich der Ausdruck 





\ | x, — #, 5 4c | x, — 2, | + ec. + er F 


, 
n 


gemeint, jedoch mit der Modifikation, dass wenn eine der Grössen 2, 25, ...,0 
Ti . pp I 
den Werth oo hat, die entsprechende Differenz x, — x; gegen x; ausge- 


tauscht werden soll. 
Es muss dann 


QP=0 


(2) 


sein, denn ein Punkt von Q(? müsste auch zu P? gehören und es müsste 
die untere Grenze der Entfernungen der Punkte von Q, von diesem zu 
P® gehorigen Punkte gleich Null sein, was nach der Definition von Q, 
nicht sein kann. Die Menge @, ist also eine abzählbare und dies ist 
somit auch mit der Menge 


Q-Q + @ + Q +... 


der Fall. 
Nun ist aber 
Q=P — P®. 
Für jeden Punkt der Menge P'— P^ muss nämlich — da jeder Grenz- 
punkt von P? auch ein Punkt dieser Menge ist — die untere Grenze 


seiner Entfernungen von den Punkten der Menge P“ einen von Null 
verschiedenen Werth haben, und er muss daher zu einer gewissen Menge 
(), und somit auch zu Q gehören. Jeder Punkt von Q aber gehört nach 
der Definition dieser Punktmenge nothwendig auch zu P’ — P®, 

Es ist also 

P' — P® 

eine abzählbare Punktmenge. w. Zz. b. w. 

Der obige Beweis gilt auch noch für den Fall ungeändert, wo 
X, Lay ..., T, komplexe Veränderliche bezeichnen. 





ALLGEMEINE UNTERSUCHUNGEN UBER 


RECTIFICATION DER CURVEN 


VON 


LUDWIG SCHEEFFER 


in MUNCHEN. 


Die folgenden Untersuchungen wurden veranlasst durch das Studium 
einer merkwiirdigen Funktion. Dieselbe ist überall stetig, ihr Differential- 
quotient (und auch das Quadrat desselben) besitzt aber in jedem noch so 
kleinen Intervall dieselbe: von Oo verschiedene Schwankung, sodass dem 
bestimmten. Integral 


T, 
f + f (x)dx 

To 
unter Zugrundelegung der Riemany’schen Definition eine Bedeutung nicht 
zukommt. Dennoch geht aus geometrischen Betrachtungen auf das 
Unzweideutigste hervor, dass die durch jene Funktion definirte Curve 
zwischen je zweien ihrer Punkte eine ganz bestimmte endliche Länge hat. 
Daraus folgt, dass der Begriff der Länge einer Curve nicht von dem 
Umstande abhängig sein kann, ob jenes bestimmte Integral Sinn hat, 
oder nieht. Die von Herrn pu Bors-Rrvwowxp()) gegebene Definition der 
Länge einer Curve ist also jedenfalls zu eng. 


(*) Mathematische Annalen, B. 15, pag. 287. 
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Hiermit drängt sich die Nothwendigkeit einer allgemeineren Definition 
des Begriffes »Länge» und gleichzeitig die Frage nach den nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen auf, denen eine Funktion f(x) gentigen 
‘muss, damit die durch die Gleichung y = f(x) definirte Curve zwischen 
zweien ihrer Punkte eine bestimmte endliche Länge habe. 

Die Beantwortung dieser Frage für den Fall, dass die Funktion f(x) 
von x, bis x, eindeutig gegeben ist, bildet den Inhalt dieser Abhandlung. 
Es werden dabei weder über die Stetigkeit, noch über die Differentiirbar- 
keit von f(x) irgend welche Voraussetzungen gemacht. 

Die Resultate, welche in den Theoremen I—VII zusammengefasst 
und an Beispielen erläutert sind, zeigen, dass die Existenz der Länge einer 
Curve in keiner Weise von dem Umstande abhängig ist, ob die Curve 
im Allgemeinen eine Richtung besitzt, oder nicht. Wir werden zur 
besseren Beleuchtung dieses Gegenstandes in einer späteren Arbeit Curven 
definiren, welche eine bestimmte Länge zwischen je zweien ihrer Punkte 
besitzen, obgleich die Gesammtheit der Stellen, wo keine Tangente existirt, 
in jedem Intervall von der Mächtigkeit des Linearcontinuums ist. 


le 


Wir geben in dieser Nummer die Definition einiger Begriffe: 

»Lànge», »derivirte Funktionen», »Richtungsschwankung». 

Es sei y = f(x) eine in dem ganzen Intervall x,x, eindeutig gegebene 
Funktion. Wir nehmen eine endliche Anzahl von Werthen x an, deren 
kleinster #,, deren grösster x, ist und bezeichnen dieselben, nach der 
A Fr = 2 ÿ , ^ - J 
Grösse geordnet, mit z,,, æ,,, v,,, ..., die entsprechenden Werthe von 


gy mituy, 1095 pile. PER Bei ferner 





L, ae 2,6 (v, rad 22 Se sen = Te 


wo auf der rechten Seite über alle z,, von x, bis x, zu summiren ist. 
Nun schieben wir zwischen je zwei der Punkte z,, neue, wiederum in 
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endlicher Anzahl, ein und bezeichnen die Gesammtheit der schon vor- 
handenen und der neu hinzutretenden Werthe x in der Reihenfolge ihrer 
Grösse mit z,, Z,, Toy, +--+, die entsprechenden Werthe von y mit 
Yaos Yor Pags ss. Es sei dann wiederum 





N rg, ET 


7—0;, 1. 


wo die Summe auf der rechten Seite sich über alle r,, von x, bis x, 
erstreckt. Durch Einschiebung neuer Punkte und Zusammenfassung der- 
selben mit den früheren entsteht eine dritte Reihe x,,, x,,, 
eine entsprechende Grösse L,. Hiernach ist klar, was unter der Reihe 
Fay Wa, Laas ce. Ynos Yao Yor) ++ und der Grösse L, zu verstehen ist. 

Das Gesetz, nach welchem die Theilung der Abseissenaxe fortschreitet, 
nehmen wir ganz beliebig an und unterwerfen es nur der einen Be- 
dingung, dass alle Differenzen #,,,, —#,, mit wachsendem » unendlich 
klein werden. Genauer: Nach Annahme einer beliebigen positiven Grösse 0 
soll n immer so zu bestimmen sein, dass die Differenzen x, ,:, — v, , sämmt- 
lich kleiner als à sind. 

Offenbar ist allgemein L,,, > L,. Es nähern sich daher nach einem 
bekannten Satze die Grössen L, mit wachsendem n entweder einem be- 
stimmten endlichen Grenzwerthe, oder sie werden unendlich gross. Tritt 
der erste Fall ein, so bleibt die Möglichkeit offen, dass bei einer anderen 
Wahl der Theilpunkte die Grössen L, sich entweder einem anderen endlichen 
Grenzwerthe nähern oder unendlich gross werden. Wir geben nun folgende 


OS ccc Und 


Definition. Die durch die Gleichung y = f(x) definirte Curve hat 
zwischen den Punkten x,, y, und x,, y, die Länge L, wenn die Grössen 
L, sich bei jeder Wahl der Theilpunkte demselben endlichen Grenzwerthe L 
nähern. Anderenfalls kommt der Curve eine Länge nicht zu.(*) 


(!) Diese Definition der Länge ist im Wesentlichen gleichbedeutend mit der von 
DUHAMEL angegebenen. (Vergl. Srouz: Über die Bedeutung Borzawo's in der Geschichte 
der Infinitesimalrechnung. Mathematische Annalen B. 18 pag. 270). Sie lässt sich 
vollständig auf dieselbe reduciren, wenn man der Auffassung der Curve als eines Continuums 
dadurch Ausdruck giebt, dass man die Funktion f(z) an den Sprungstellen alle zwischen 
f(z — 0) und f(z + 0) gelegenen Werthe annehmen lässt. Wir haben es vorgezogen, die 
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Die zweite Definition, von welcher im Verlauf dieser Untersuchungen 
vielfach Anwendung gemacht wird, ist diejenige der »derivirten Funk- 
tionen». Wir werden, abweichend von dem bisherigen Gebrauch, bei einer 
ganz willkürlichen, stetigen oder unstetigen Funktion f(x) an jeder Stelle 
von derivirten Funktionen sprechen und darunter die Unbestimmtheits- 
grenzen des vorderen und hinteren Differentialquotienten verstehn. 

Wenn nämlich die positive Grösse h beliebig angenommen wird, hat 
die Gesammtheit der Grössen 


te +h’) — f(x) 
i > 


wenn h’ alle zwischen o und h gelegenen Werthe erhält, eine bestimmte 
obere und eine bestimmte untere Grenze. Natürlich ist der Fall, dass 
eine dieser Grenzen, oder beide, unendlich gross sind, nicht auszuschliessen. 
Bezeichnen wir für den Augenblick die obere Grenze mit D,, die untere 
mit D,, so ist für 4, — h stets D, < D, und D,>D;. Es nähert sich 
daher die Grösse D, mit abnehmendem Ah entweder einer bestimmten end- 
lichen Grenze, oder sie ist beständig + co, oder sie nimmt unbegrenzt ab 
bis — oc. Ebenso nähert sich D, entweder einem bestimmten endlichen 
Grenzwerth, oder ist bestándig — oo, oder nimmt unbegrenzt zu bis 
+ co. In jedem Falle sind die Grenzwerthe 


lim D, und lim JD, 


h=0 h=0 


völlig bestimmt. Wir bezeichnen dieselben mit D^f(r) und D, f(x) und 
nennen sie die »vordere obere» und die »vordere untere Derivirte» von f(x). 
Es ist hiernach ohne Weiteres klar, was unter der »hinteren oberen 
Derivirten» D’f(x) und der »hinteren unteren Derivirten» D_f(x) zu ver- 
stehen ist. 
Der vorwärts genommene Differentialquotient f', (7) hat an denjenigen 
Stellen x einen bestimmten Werth, wo D* — D, ist, der rückwärts ge- 





Funktion f(æ) überall eindeutig bestimmt vorauszusetzen und erst vermittelst unserer 
eigenthümlichen Definition der »Länge» die Anschauung von der Continuität der Curve an 
den Sprungstellen der Funktion f(x) zum Ausdruck zu bringen, 
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nommene /'(r) an denjenigen Stellen, wo D~ = D ist; und zwar wird 
im ersten Falle f,(2)=DY=D,, im letzten Falle f(x) = DT = D_.(’) 


Der dritte Begriff, den wir definiren miissen, da er in den folgenden 
Untersuchungen gebraucht wird, ist derjenige der » Richtungsschwankung>. 
Wir unterscheiden die » Richtungsschwankung einer Curve an einer Stelle 
x, y» von der »Richtungsschwankung in der Umgebung einer Stelle x, y». 

Wir sagen, die Richtung der Curve y = f(x) schwanke an der Stelle 


\ 
7 


) 


x,y zwischen den Winkeln a und a’ Is = SS 24 , wenn 


» 4 


<a<*, — 


D |A 


die grössere der beiden Grössen D* und D~ gleich tga, die kleinere der 
Grössen D, und D_ gleich tga’ ist. Die Differenz « — a’ nennen wir die 
Richtungsschwankung der Curve an der Stelle x, y. 

In dem Intervalle «—h bis x +h, aus welchem nur die Stelle x 
selbst ausgeschlossen sein soll, hat von den eben definirten Winkeln « 
und a’ der erste eine obere Grenze 4,, der zweite eine untere Grenze a). 
Wenn Ah abnimmt, nimmt a, nicht zu, a, nicht ab, es haben daher beide 
Grössen Grenzwerthe für h — o. Wir setzen 


6 = lime, und‘ g — lima, 
h=0 h=0 
und sagen, die Richtung der Curve schwanke in der Umgebung der Stelle 
x, y zwischen # und fg. Die Differenz @— / heisse Richtungsschwankung 
der Curve in der Umgebung der Stelle v, y.(?) 
Schliesslich nennen wir Gesammtschwankung der Richtung im Inneren 
eines Intervalles die Grösse y — 7’, wenn ; die obere Grenze von a, 7’ die 
untere Grenze von a’ im Inneren des Intervalles ist. 


( Herr pu Bots-Reymonp nennt die Grössen D+, Di, DT, D_ passend »Un- 
bestimmtheitsgrenzen» des vorwärts und rückwärts genommenen Differentialquotienten. Wir 
haben die neue Bezeichnung »derivirte Funktionen» der grösseren Kürze wegen eingeführt. 
Die Symbole D*, D,, D-, D_ schliessen sich unmittelbar an diese Bezeichnung an und 
sind daher von uns den Symbolen des Herrn Din A, À, 24, X (Fondamenti per la 
teorica delle funzioni di variabili reali pag. 190) vorgezogen. 

(?) Die Richtungsschwankung an der Stelle =, y ist keineswegs immer gleich der 
Richtungsschwankung in der Umgebung dieser Stelle: Es lassen sich leicht Beispiele 

4 
angeben, wo die erste gleich O, die zweite gleich zx ist (z. B. y = a? ES n9) 


4 
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a 

Theorem I. Ist die in dem Intervall x, a, überall eindeutig . gegebene 
Funktion f(x) stetig und bleiben alle Grössen iL. bei irgend einer Wahl der 
Theilpunkte unterhalb einer endlichen Grösse G, so bleiben sie auch bei jeder 
anderen Wahl der Theilpunkte unterhalb dieser Grösse, und L, hat für 
n — © den von der Wahl der Theilpunkte unabhängigen Grenzwerth L. Die 
durch die Gleichung y = f(x) definirte Curve hat also in diesem Falle 
zwischen den Punkten x,, y, und x,, y, die bestimmte Länge L.(*) ~ 

Theorem II. Ist die in dem Intervall x,x, überall eindeutig gegebene 
Funktion f(x) unstetig, so ist für die Existenz einer Länge, d. h. eines von 
der Wahl der Theilpunkte unabhängigen endlichen Grenzwerthes lim L, = L | 


= 


nothwendig, 1) dass für jeden dem Intervall angehörigen Werth x die Grössen 
f(x + €) und f(x — s) mit Rae cgi = sich bestimmten endlichen 
Grenzwerthen f(x + o) und f(x — o) nähern; dass für jeden Werth von 
x der Werth der Funktion f(x) zwischen f(x ar e und f(x — Oo) liegt oder 
mit einer dieser Grössen zusammenfällt; 3) dass die Werthe x, für welche 
f(x + o) nicht gleich f(x — o) ist, eine endliche oder abzählbar unendliche 
Menge bilden;(*) 4) dass die Summe der absoluten Beträge der Differenzen 
fx + 0) — f(r — o) endlich ist. Sind umgekehrt diese vier Bedingungen 
erfüllt, so hat die durch die Gleichung y = f(x) definirte Curve eine Länge 
L, wenn die Grüssen L, bei irgend einer Wahl der Theilpunkte ferta 
einer endlichen Grösse G bleiben. 


() Der von DuHAMEL gegebene Beweis dieses Theorems umfasst nur diejenigen 
Curven, welche an jeder Stelle sowohl nach vorwärts, als nach rückwärts eine bestimmte 
Richtung haben. Desgl. der Beweis von Herrn Srorz (l e. pag. 271). 

(*) Unter einer »abzählbar unendlichen» Menge verstehn wir eine solche, deren Ele- 
mente sich den Elementen der natürlichen Zahlenreihe I, 2, 3, ... eindeutig zuordnen 
lassen. Wir bemerken dies ausdrücklich, weil Herr G. Cantor jenem Begriffe, den er 
ursprünglich in der angegebenen Weise definirte, später eine erweiterte Bedeutung ‚gegeben 
hat (Mathematische Annalen, B. 2T, pag. 550, Note). 

Es sei noch erwähnt, dass die im Theorem II enthaltene Bedingung 3), genau ge- 





nommen, überflüssig ist, 
durch die Bedingung I) bereits mitgegeben ist. Die von Herrn pu Bors-REvwowp (I. c.) 
aufgestellte Forderung, dass die Unstetigkeiten nicht »pantachisch» sein sollen, erweist sich bei 
unserer Definition der Länge als unwesentlich (Vergl. das Beispiel auf S, 61 dieser Abhandlung). 


on 
on 
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Beweis von Theorem I. 


Es entspreche irgend einer Wahl der Theilpunkte die Reihe Z,, L,, ... 
e 107 2? 

Nach Voraussetzung sind alle in dieser Reihe vorkommenden (Grössen 
D 

kleiner als G. Da ausserdem allgemein L,,, > L, ist, müssen die Grössen 

L,, wie schon in $ ı bemerkt wurde, eine obere Grenze haben, der sie 

n? ? ? 

sich beliebig nähern, die sie indess nicht überschreiten. Diese Grenze sei L. 
5 , 

Wir nehmen nun irgend welche anderen Theilpunkte an und be- 
zeichnen die denselben entsprechenden Grössen mit gestrichenen Buch- 
staben: io, Lary ..., Wu» Vu» s.s, Lf. Es lässt sich zeigen, dass keine 
der Grössen L/ grösser als L sein kann. 

Sind z;, 14, ..., 7,,,; die der Grösse L; entsprechenden Theil- 
punkte (also z;, = 2%, 7,,,,; = %ı), so ist nach der Definition 





b p 
IL FRE 21 (f; BED wv v, of = Yh, cue rx Ws. ais 


Nehmen wir jetzt eine positive Grösse 9 beliebig an, so können wir zu 
jeder Grösse #/,(r = 1, 2, ..., p) vermittelst einer Ungleichung 


v, — €, Kev + Nr 


ein Intervall i,, bestimmen, welches erstens eine von o verschiedene Länge 
^ 
2 : : Qv t : ; 
besitzt, die kleiner als — ist, welches zweitens keinen der Pünkte 2/,, 2,1, ... 
p 


ausser «,, enthält, und innerhalb dessen drittens die Schwankung von f(z) 


^ 


. 0 . . * . . r 
kleiner als j ist. Ist dies geschehen, so kónnen wir ferner die Zahl m 


so gross annehmen, dass in jedem der p Intervalle 5,,, 4,,, ..., ?,, mindestens 


zwei Punkte der Reihe z,,, r,,, ... liegen. Dann wird folgende Relation 
bestehen: 


La + 2V20  L,. 


Sind nämlich x 


“m,a 


Reihe #1, r,,, ..., welche beide im Intervall i, liegen, und ersetzen wir 


und z, ,,, zwei auf einander folgende Punkte der 
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in dem Summenausdruck für Z, das Glied, welches die Entfernung des 
Punktes 4, y,, vom Punkte #, 241) y,,,,; ausdrückt, durch die Summe der 
Entfernungen dieser beiden Punkte vom Punkte z;,, y,,; und führen wir 
dasselbe für alle p Intervalle i,, aus, so erfährt die Summe Z,, einen 
Zuwachs, der kleiner als 2y22 ist. Die neue Summe ist aber mindestens 
gleich L;, da an der Stelle der geraden Linien, aus deren Längen L, 
zusammengesetzt ist, hier gebrochene Linien stehen. Demnach gilt in der 
That die Relation 
L,, + 220 2 Li. 


Da L nicht kleiner als Z,, ist, muss um so mehr 
L + 2V20 > L, 
werden. Die Grösse 7 war aber beliebig angenommen. Also ist auch 
qo 


Hieraus folgt in Verbindung mit der Relation Z;,, > L!, dass die Grössen 
L, mit wachsendem » sich einem bestimmten Grenzwerth JL’ nähern. 


n 





Wegen der eben gefundenen Relation kann L’ nicht grösser als L sein. 

Da wir aber jetzt offenbar in den vorhergehenden Betrachtungen die 

gestrichenen und die ungestrichenen Buchstaben mit einander vertauschen 

dürfen, folgt, dass auch Z nicht grösser als L’ ist. Also ist L = L. 
Hiermit ist das Theorem I bewiesen. 


Beweis von Theorem II. 


Dass die Bedingungen 1) bis 4) für die Existenz einer Länge nach 
unserer Definition nothwendig sind, ist unschwer zu erkennen. 
Angenommen, es sei lim f(r + s) für irgend einen Werth von x un- 


E 
bestimmt. Dann lässt sich eine von o verschiedene Grösse c angeben 
von der Art, dass nach Annahme einer beliebig kleinen Zahl e stets 
eine noch kleinere Zahl e, zu finden ist, für welche der absolute Betrag 
der Differenz f(x + €) — f(x + ¢,) grösser als c wird. Gehen wir nun 
von einer Zahl = aus, bestimmen zu derselben &,, zu e, auf dieselbe 
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Weise s, u: s. w., so wird die Grösse L,, wenn wir e, &,, ..., e, als Theil- 
punkte annehmen, grösser als en. Es existirt also kein endlicher Grenz- 
werth limZ,. Hieraus folgt die Nothwendigkeit der Bedingung 1). 


n== 
Hat f(x) an irgend einer Stelle einen Werth, der um die von o ver- 
schiedene Grösse c grösser als die grössere der beiden Grössen f(x + 0) 
und f(x — o) (oder kleiner als die kleinere derselben) ist, so würde, falls 


lim Z, = L wäre, wenn unter den Theilpunkten der Punkt x nicht vor- 
kommt, durch Einschaltung dieses Punktes lim Z, = L + 2c werden. Der 


Grenzwerth wäre also von der Wahl der Theilpunkte abhängig. Hieraus 
folgt die Nothwendigkeit der Bedingung 2). 

Wenn wir eine beliebige Zahl c annehmen, so .dürfen diejenigen 
Unstetigkeitsstellen, an welchen der absolute Betrag der Differenz 
f(x + o) — f(x — o) grösser als c ist, nicht in unendlicher Menge vor- 
handen sein, da sonst durch Annahme von Theilpunkten «+ und r — ¢ 
die Grösse L, beliebig gross gemacht werden könnte. Die Unstetigkeits- 
stellen sind also, wenn eine Lànge existirt,^nach der absoluten Grösse |s| 
jener Differenz abzählbar. Falls sie in unendlicher Anzahl vorhanden 


a n 
sind, ist die Summe 2 |s,] endlich, da die Summe 2 |s,| offenbar für 
r=1 r=1 


beliebiges n kleiner als L ist. Hiermit ist die Nothwendigkeit der Be- 
dingungen 3) und 4) nachgewiesen. 

Sind aber diese 4 Bedingungen erfiillt, und bleiben bei irgend einer 
Wahl der Theilpunkte die Grössen L,, L,, ... sämmtlich unterhalb einer 
endlichen Zahl @, so bleiben sie auch bei jeder beliebigen anderen Wahl 
der Theilpunkte unterhalb dieser Zahl und haben einen von der Wahl der 
Theilpunkte unabhängigen Grenzwerth L. 

Nehmen wir nämlich zunächst an, dass an allen Unstetigkeitsstellen 
die Funktion f(x) entweder gleich f(x + o) oder gleich f(x — o) sei, so 
lässt sich der für das Theorem I] erbrachte Beweis mit einer unbedeu- 
tenden Modifikation auf unseren Fall anwenden. Diese Modifikation be- 
steht darin, dass eine der dort mit e, und y, bezeichneten Grössen gleich 
Null gesetzt wird, so oft 7;, ein Unstetigkeitspunkt ist; und zwar die Grösse 
&,, wenn f(z,) = f(x, + o), die Grösse 7,, wenn f(x,,) = f(x), — 0) ist. 

Hat aber f(x) an den Unstetigkeitsstellen irgend einen zwischen 
f(r + o) und f(r — o) gelegenen Werth, so führen wir eine zweite Funk- 


Acta mathematiea. 5. Imprimé 22 Mars 1581. Ri 
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tion f(x) ein. Dieselbe soll im Allgemeinen gleich f(x) sein und nur 
an den Unstetigkeitsstellen andere Werthe haben, welche ebenfalls zwischen 
f(x +0) und f(r — o) liegen oder auch mit einer dieser Grössen zu- 
sammenfallen.. Bilden wir dann bei Zugrundelegung derselben Theilpunkte 
der Abscissenaxe die beiden Reihen Z4, L,, ... und Lj, Lj, ..., so 
ist lim(L] — L,) = o. 


n-co 


Es sei nàmlich 2 eine beliebig kleine Zahl. Die Unstetigkeitspunkte 
seien nach der absoluten Grösse der Sprünge s, d. h. ‘der Differenzen 
f(x + 0) — f(x — o), geordnet. Dann kann p so bestimmt werden, 

ao 
dass X |s,| « 9 wird. Wir bezeichnen die den Sprüngen s,, s,, ..., s, 


r=p+l 
entsprechenden Werthe von x mit z,, #,,..., &,. Nun sind offenbar 


in den Summenausdrücken für Z, und JL) nur diejenigen Glieder 
von einander verschieden, welche die Entfernung Æ eines Unstetigkeits- 
punktes von einem anderen Punkte der Curve (der auch Unstetigkeits- 
punkt sein kann) ausdrticken. Die Differenz zweier entsprechenden Glieder 
von L, und Z} ist aber höchstens gleich |s| + |s’], wenn s und s' die 
den Endpunkten von E entsprechenden Sprünge sind. Demnach ist die 
Differenz von L, und Lj; nicht grösser als 2d plus der Summe der ab- 
soluten Beträge derjenigen Differenzen 





[Ve nn ln, nr SF (Yn, PES Yn, 2508 == V (an, re Se Ln, Ja dE Yn, El Yn, "T 
p [\ (La, TIEN X dee EI (uL Fe Yn, de Sr V(z,, el Un TZ, eu 3E (ya, r+l c Yn, RE , 








in welchen %,, einen der Werthe ©, 2,, ..., v, hat. Es ist aber 


n,r p 
leicht sichtbar, dass n, so bestimmt werden kann, dass für n >», 
diese letztere Summe, welche hóchstens aus p Gliedern besteht, kleiner 


als 9 wird. Man braucht nur n, so gross anzunehmen, dass für x >», 
; 

jedes Glied kleiner als 5 wird, was immer möglich ist. Demnach wird 

fürn>n, 

| Li — L, | < 30. 

9 war aber willkürlich. Folglich ist 


lim (L}, — L,) = o. 


neo 
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Bleibt nun, was in Theorem II vorausgesetzt wird, bei irgend einer 


Wahl der Theilpunkte Z, unterhalb der endlichen Zahl G, so ist lim L, 


n-oo 


bestimmt und gleich L. Also wird, da lim(L; — L,) — o ist, auch 
lin Zi = L. Geben wir f'(r) an den Unstetigkeitsstellen den Werth 
f(v + 0), so wird, wie vorher gezeigt, bei jeder anderen Wahl der Theil- 
punkte ebenfalls lim (Z}) = L. Folglich wegen der Relation 


lim (21) — (44)] = 0 
wiederum auch lim(L,) = L. D. h. der Werth von lim L, ist von der 
Wahl der Theilpunkte unabhängig. 

Hiermit ist das Theorem II in allen Stücken bewiesen. 


Die Untersuchungen über die Existenz der Lànge unstetiger Funk- 
tionen lassen sich auf Untersuchungen über stetige Funktionen zurück- 
führen. Hierzu dient das folgende 


Theorem III. Wenn die im Intervall v,v, überall eindeutig gegebene 
unstetige Funktion f(x) den im Theorem II gestellten Bedingungen 1) bis 4) 


genügt, so definiren wir eine Funktion e(x) = ES wo die Summe sich über 
alle diejenigen Sprünge s = f(x' + o) — f(x — o) erstreckt, für welche 
ay « x' «x ist, wozu für den Fall, dass x selbst eine Unstetigkeitsstelle ist, 
noch die Differenz f(x) — f(x — o) hinzutritt. Dann hat die durch die 
Gleichung y = f(x) definirte Curve zwischen den Punkten v,, y, und %,, y, 
eine Länge L oder nicht, je nachdem die stetige Curve y = y = f(x) — g(x) 
eine Linge L hat oder nicht; und zwar ist im ersten Falle 








Pete. 
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Beweis von Theorem III. 


T 


Ausser der Funktion e(x) = 2s definiren wir eine zweite Funktion 


To 
dx) = Ls], welche sich von ç(x) nur dadurch unterscheidet, dass die 
absoluten Werthe der Sprünge s an Stelle ihrer algebraischen Werthe 
stehen. Ferner bezeichnen wir, wenn in der Summe 


e(®,) md Is, 


TUE 
die Sprünge s nach ihrer absoluten Grösse geordnet sind, mit ç,(x,) die 


Summe 25195, mit c,(r) denjenigen Bestandtheil von ç(x), welcher 
r=p+1,p+2... 


nur aus Gliedern der Reihe ¢,(7,) zusammengesetzt ist. Die entsprechende 
Bedeutung von ¢,,(a) ist klar. Es sei schliesslich 
— à lp . 
Da f(x) — [e(x) — g,(4 )]- 


Nehmen wir jetzt drei Punkte A, B, C, resp. mit den Coordinaten 


, 


©, y d-gy,— yy v, y' an, so wird | 
AB — BC < AC < AB + BC. 


Ist #7 > x, so wird BC jedenfalls nicht grösser als ¢,(x’) — d,(x), und 
wir können die vorstehende Relation in die Form setzen: 





Ve — 3)* + (0 — 3 — I4, (9) — ¢,(2)] 
< \ (a* TL x)” = (y — y) ES 


V(e' — a)" + mm’ + D, (9) — HR): 





Geben wir x den Werth 4 x den Werth *#,,,, und summiren nach 


nyu? 


r, so erglebt sich hieraus, wenn L? und Z, die den Curven y = y, und 
y — y entsprechenden Grössen Z, sind, die Relation 


JE Pape b,(&,) = L, sS DE + Py (,)- 


Dieselbe gilt bei ganz beliebiger Wahl der Theilpunkte fiir jeden Werth 
von n und jeden Werth von p. 
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Wird zunächst p = o gesetzt, so geht y, über in f(x), Li in L,, 
d,(r,) in d(x,), und man erkennt, dass die Curve y = f(x) eine bestimmte 
Linge L hat oder nicht, je nachdem die Curve y = y eine bestimmte Lànge 
L hat oder nicht. Besitzt nàmlich die letztere Curve die Linge L, so ist 
wegen der vorstehenden Relation keine der Grössen L, grösser als L + dr), 
die Grössen L, haben also nach Theorem II einen bestimmten, von der 
Wahl der Theilpunkte unabhängigen Grenzwerth L. Hat umgekehrt die 
Curve y = f(x) die Länge L, so ist keine der Grössen L, grösser als 
L + d(x,) und es folgt wiederum, dass die Curve y = y eine bestimmte 
Lànge L hat. 

Die vorstehende Relation zeigt aber auch, dass der Werth von L, 
falls ein solcher existirt, sich um keine angebbare Grösse von L + d(xr) 
unterscheiden kann. Denn wenn wir 2 beliebig klein annehmen, kann y, 
immer so gewählt werden, dass für p > p,, d,(x,) < à wird. Es werden 
demnach die Grössen L^" und L wegen der vorstehenden Relation eine 
Differenz haben, die absolut kleiner als 9 ist. Andererseits ist 


p 
LL Esp -—L?-F$(n)— (n) 


was unmittelbar ersichtlich ist, wenn man die Curve y = f(r) an den- 


jenigen p Stellen, welche den Spriingen s,, s,, ..., s, entsprechen, zer- 
schneidet und die Stücke einzeln mit den entsprechenden Stücken der 
Curve y = y, vergleicht. Da hiernach jede der beiden Grössen L + d(r,) 
und Z sich um weniger als 9 von der Grösse L^ + d(x,) unterscheidet, 
kónnen dieselben von einander höchstens um 29 verschieden sein. D. h. 
sie sind einander gleich, da 9 beliebig klein angenommen war. Es besteht 


also die Gleichung 
De MICI MEM OIN 


Hiermit ist das Theorem III vollständig bewiesen. 


Beispiel zu Theorem III. 


Es sei w,, w,,... eine abzählbar unendliche Menge beliebiger Grössen, 


eine abzählbare Menge positiver Grössen, deren Summe endlich 
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und glegh S sei. Dann wird eine Curve definirt durch die Gleichung 


= Xs. in welcher die Summe über alle diejenigen Indices r zu er- 
strecken ist, für welche w, < c ist. 

Diese Curve hat nach Theorem III zwischen je zwei Punkten z,, y, 
und z,. y, die Länge x, — x, + y, — y,. Besonders merkwürdig erscheint 
diese Eigenschaft in dem Falle, wo die Punktmenge w,, w,, ... überall- 
dicht ist.(" Dann nämlich unterscheidet die Curve sich von den gewöhn- 
lichen treppenförmigen Curven, welchen die genannte Eigenschaft zukommt, 
dadurch, dass sie keine einzige horizontale Linie von angebbarer Länge 
enthält. Wir kommen auf diese Curven in der nächsten Nummer noch 


zurück. 


: 


Theorem IV. Es seien G und G' zwei Zahlen, von denen wenigstens 
eine endlich ist, G 7 @. Wenn dann die beiden vorderen (hinteren) Deri- 
virten der stetigen Funktion f(x) für alle inneren Punkte des Intervalles 
r,r, zwischen G und G' einschliesslich liegen, so hat die Curve y = f(x) 
von x, bis x, eine bestimmte endliche Länge L. Ist G eine beliebige positive 
Grösse, welche nur in dem Falle, dass G und G' verschiedene Vorzeichen 
haben, nicht kleiner als der kleinere absolute Werth von G und G' sein darf, 


so ist 
L<2yı + @(q, ar dis yn — unl. 
Ist @ grösser als die beiden absoluten Werthe von G und G', so ist ausserdem 
L< vi + G(x, — m). 


Haben G und @' gleiches Vorzeichen, und ist G kleiner als die beiden 
absoluten Werthe von G und G', so ist endlich 


en | —Hl- 





() Herr G. Cantor hat z. B. gezeigt (Boncmamgprs Journal, B. 77 p. 258), 


dass die Menge aller rationalen Zahlen und sogar aller algebraischen Zahlen, welche 


offenbar überall dieht ist, in eine einfache Reihe w,, w,, ... gebracht werden kann. 
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Theorem V. Es sei g eine positive endliche Zahl, G und G zwei 
Zahlen, von denen wenigstens eine endlich ist. Wenn dann die willkiirliche 
Funktion f(x) für alle Punkte des Intervalles x,x, absolut kleiner als g ist, 
während die vier Derivirten an allen inneren Punkten des Intervalles vx, 
zwischen G und G' einschliesslich liegen, so hat die Curve y = f(x) von x, 
bis x, eine bestimmte endliche Länge L. Ist f(x) an den Stellen x, und 
æ, stetig, so liegt L unterhalb der im Theorem IV angegebenen Grenzen. 

Das Theorem V kann anit Anwendung des in § 1 definirten Aus- 
druckes »Richtungsschwankung» auch folgendermassen formulirt werden: 

Theorem Va. Wenn die willkürliche Funktion f(x) für alle Werthe 
x von x, bis x, (einschliesslich) absolut kleiner als eine endliche Zahl g ist, 
und wenn die Gesammtschwankung c der Richtung der Curve y = f(x) im 
Inneren des Intervalles x,x, kleiner als x ist, so hat die Curve von x, bis 
x, eine bestimmte endliche Länge L. Ist f(x) an den Stellen x 


1 
stetig, so wird für c 7c 


, und x, 


’ 


L < 2(r, — a) see = + |y, — y, | cosec 2: 


Beweis eines Hülfssatzes. 


Wenn die beiden vorderen (hinteren) Derivirten der stetigen Funktion 
f(x) an keiner inneren Stelle des Intervalles 2,7, grösser als die endliche 
Zahl G sind, so ist bekanntlich auch der. Quotient 


I) fe) 


niemals grösser als G, welche im Inneren oder auf der Grenze des Inter- 
valles x,r, gelegenen Werthe man auch für x und z' annehmen mag. 

Lassen wir die Voraussetzung der Stetigkeit von f(x) fallen, nehmen 
dagegen an, dass sowohl die vorderen, als die hinteren Derivirten im 
Inneren des Intervalles an keiner Stelle grösser als @ seien, so besteht 


ebenfalls die Relation gh eo Fa, nur dass die Werthe x 


und 2, 
M 7 


0 


für æ und x’ ausgeschlossen bleiben. Der Beweis, welcher für das Theorem 
V wichtig ist, gestaltet sich folgendermassen. 
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N 


Es sei ¢(x) = (@ + 0)r — f(x), wo à eine beliebige positive Con- 
stante ist. Dann sind die 4 Derivirten von ç(x) an jeder inneren Stelle 
des Intervalles x,x, positiv. Wäre nun für irgend zwei Werthe x und 
x’, deren grösserer z' sei, die Differenz ¢(a') — e(x) negativ, so würden 
die zwischen æ und x’ gelegenen Werthe x, für welche ¢(2’) — ç(x) <o 
ist, eine obere Grenze z" haben. Es wäre dann entweder ¢(a’) — e(z") «o 
oder c(z) — e(xz") > o. Im ersten Falle wäre 2" < z' und es würden 
gegen die Annahme die vorderen Derivirten von ¢(a) an der Stelle z" 
nicht positiv sein, da ç(x” + h) — e(x”) für alle positiven Werthe 
h — x'— x" negativ würde.. Im letzten Falle müssten beliebig kleine 
negative Werthe A existiren, wofür c(cz') — c(x" + h) und um so mehr 
c(z") — e(2” + h) nicht positiv würde, was mit der Voraussetzung posi- 
tiver hinterer Derivirten an der Stelle x” unverträglich wäre. Es ist also 


g(a) — e) 





> o, und folglich, da 2 beliebig war, 


ve — vc 


JG) — Fe) La 


, — 
c — wv = 


Aus dem Vorstehenden ergiebt sich leicht folgender 
Hülfssatz. Bedeuten G und G zwei Zahlen, von denen wenigstens eine 
MAG) 
% —% 


endlich ist, so liegt der Quotien zwischen G und @', wenn für 


den Fall, dass f(x) stetig ist, die beiden vorderen (hinteren), für den all- 
gemeinen Fall alle vier Derivirten an allen inneren Punkten des Intervalles 
vx, zwischen G und G' liegen. x und x’ können beliebige innere Werthe 
des Intervalles x,x,, und für den Fall, dass f(x) stetig ist, auch die Grenz- 


werthe c, und x, annehmen. 


0 1 


Beweis von Theorem IV. 


Aus den im Theorem gemachten Voraussetzungen ergiebt sich mit 
Benntzung des eben bewiesenen Hülfssatzes die Relation 
7 (a) — f(x " 
GC IR ER <G für Sh IS Le 


€ — & 
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Wir bilden nach den in $ 1 gegebenen Vorschriften die Grösse 


L, = > V(£ss 1 d aj $e Ir (Yn, FL on Ya)" 


r=0, 1, 0% 


Ist dann @ eine positive endliche Zahl, welche der im Theorem IV an- 
gegebenen Bedingung genügt, so trennen wir die Glieder der Summe Z, 
in zwei Gruppen. Zur ersten Gruppe rechnen wir diejenigen, für welche 
der absolute Werth des Quotienten 


Yn, rl: Yn,r 


En,r+1 En,r 


höchstens gleich @ ist, zur zweiten Gruppe die übrigen. Wir nennen die 
Summe aller Glieder der ersten Gruppe £L;, die Summe der übrigen 
Glieder L/. 
Offenbar ist 
L, < (r, — r)v1 + G^, 


und 
— G(r, — 0) € PATER — Yan) € G(r, — m), 


wenn die Summe 2’ über die zur ersten Gruppe gehörigen Glieder 
erstreckt wird. 
Die Glieder der Summe 


2 (y. r+1 — Yn, 5) , 


welche sich auf die zweite Gruppe bezieht, haben simmtlich dasselbe 
Vorzeichen, die Summe selbst ist gleich y, — y, — Z', ihr absoluter Werth 
also jedenfalls nicht grösser als |y, — 5, | + Gr, — v,). Demnach wird. 


Ly «(n — | + 66, — n n 


Es ist schliesslich 


/ 


L,— L, + Ly & 1 4 @ (26, — 5) + Bel). 


Diese Relation lehrt, dass die Grössen L, niemals eine gewisse end- 
liche Grenze überschreiten. Nach Theorem I existirt also eine Linge L, 
welche nicht grösser als die in der vorstehenden Relation angegebene 
obere Grenze für L, ist. 


Acta mathematica. 5. Imprimé 2 Avril 1554. ü 
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Sind beide Zahlen @ und @ endlich, und wird für @ eine Zahl 
angenommen, die nicht kleiner als der grössere absolute Werth jener 
Zahlen @ und @ ist, so enthält die Gruppe L; kein einziges (Glied, es 
wird daher L, — L;, und wir erhalten die Relation 


L < (#,—2,)y1 + @’. 


Haben G und @ gleiches Vorzeichen, und ist @ absolut kleiner als 
beide, so enthält die Gruppe ZL’, kein Glied, und es wird 


» 


L<(y — n) Vz sr. 


Beweis von Theorem V. 


Aus den im Theorem V gemachten Voraussetzungen ergiebt sich die 
Relation 


II) <q tor 2 <r<a. 
Nehmen wir nun zunächst an, dass f(r) an den Stellen x, und x, stetig 
sei, so gilt diese Relation auch noch, wenn x und x’ die Werthe x, und 
x, annehmen. Dann lässt sich der eben für das Theorem IV gegebene 
Beweis in unveränderter Form anwenden. 

Ist aber f(r) an den Stellen z, und x, unstetig, so ist aus den im 
Theorem gemachten Voraussetzungen leicht ersichtlich, dass f(r, + o) und 
f(x, — o) bestimmte Werthe haben. Wir bilden dann die Funktion f(x), 
‚welche sich nur dadurch von f(x) unterscheidet, dass sie an den Stellen 
7, und x, resp. die Werthe f(x, + o) und f(x, — o) annimmt. Die Curve 


ED 


y = f(x) hat eine Länge, folglich auch die Curve y = f(x). 


Beispiele zu Theorem IV. 


1. Es sei w,, w,, ... die Menge aller rationalen Zahlen.(') Der 
Reihe w,, w,, ... ordnen wir eine Reihe positiver Grössen e, ¢,, ... so 


zu, dass die Summe 


(') Cf. die Note anf Seite 62. 


> 
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ee) 1 
Ae) — 2 6. (2 — w,) 
r=1 
für alle Werthe z von x, bis x, gleichmässig convergirt.( Man erreicht 
Ü 5 I Dy > . . 
dies z. B, indem man e, = ————~ setzt, wenn + Z2 die irreductible 
(Pr ir qr) qr 


Form von w, ist. Die Funktion f(x) ist dann stetig und nimmt mit x 
beständig zu, die vorderen Derivirten liegen also immer zwischen o und 
+ ee. Die Voraussetzungen von "Theorem IV sind hiermit erfüllt, und 
es folgt, dass die Curve zwischen je zwei Punkten x,, y, und 7,,y, eine 


bestimmte Lange hat. Das Integral 


Li 
f dv + f(a), 

To 
durch welches die Länge ausgedrückt zu werden pflegt, ist in diesem 
Falle vollständig sinnlos; denn ohne über die Derivirten von f(x) specielle 
Untersuchungen anzustellen, erkennen wir unmittelbar, dass an allen 
Stellen x = w, ein Differentialquotient existirt und den Werth + oc hat. 
2. Als Beispiel zu Theorem III hatten wir eine unstetige Funktion 


2 
foy — Y s, definirt. Da diese Funktion mit x beständig wächst, voraus- 
gesetzt, dass die Punktmenge w,, w,,... überall dicht ist, entspricht 
jedem Werthe von y höchstens ein Werth von zr. Lassen wir die Funk- 
tion an den Unstetigkeitsstellen in der Weise unbestimmt, dass sie daselbst 
jeden Werth von f(r — o) bis f(x + o) annehmen darf, so entspricht 
jedem Werthe von y (innerhalb gewisser Grenzen) wirklich ein Werth 
“von x. Die Umkehrung der Funktion f(x) ist also eine überall be- 
stimmte eindeutige und, wie leicht erkennbar, stetige Funktion.  Bezeich- 
nen wir dieselbe mit c, so wird durch die Gleichung y = ¢(.r) eine 
stetige Curve definirt. Dieselbe genügt den Voraussetzungen des Theorems 
IV, woraus die Existenz einer Länge von Neuem hervorgeht. 

Die Funktion ¢() hat sehr merkwürdige Eigenschaften. Erstens 
giebt es in jedem noch so kleinen Intervall x,x, nicht nur einzelne Stellen, 





(') Diese Summe ist von Herrn WErERSTRASS angegeben worden. Cf. CANTOR, 
Condensation der Singularitäten, Mathematische Annalen B. 19, pag. 591. 
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sondern ganze Strecken, in denen der Differentialquotient beständig Null 
Zählt man diese Strecken nach ihrer Grösse ab und addirt sie, so 


€ 


ist. 
zeigt es sich, dass die Summe um keine angebbare Grüsse von der Linge 
x, — x, des ganzen Intervalles verschieden sein kann.( Dennoch würde 
man offenbar sehr irren, falls man glaubte, die Länge der Curve sei 
gleich dem bestimmten Integral 

EET See ud RAT 

Jar 1 + gx) 

E 
wenn darin e’(x) = Oo gesetzt wird. Die Länge ist vielmehr, wie wir in 
$ 3 sahen, gleich 7, — x, 4- y, — y, und kann durch jenes bestimmte Inte- 


gral überhaupt nicht ausgedrückt werden. 


Beispiel zw Theorem V. 


Es werde mit (x) die Differenz x — » bezeichnet, wo » die x nächst- 
5 : r, : ^ I 
gelegene (grössere oder kleinere) ganze Zahl ist; für 2 — » + ; si 
(x) =o. Wir bilden die Funktion (’) 


x 
5 (rw) 
f(x) = gm 
UM T 

= 


D 


Die Curve y = f(x) hat dann zwischen je zwei.Punkten x, und x, eine 


Länge; denn es ist offenbar für 2 > x 


(ra^) — (rx) < r(z' — x), 


Jig Je) m 
Va —6' 


(') Diese Funktion zeigt, dass ein Lehrsatz des Herrn HanNack (Mathematische 
Annalen B. 19, pag. 235—279, Lehrsatz 3) nieht unbedingt richtig ist. 
C) Vergl. Riemann; Uber die Darstellbarkeit einer F. d, e. trigon. Reihe. 


Gres. Werke, pag. 228, 
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Die 4 derivirten Funktionen sind also an keiner Stelle grösser als — 


= 
und die Bedingungen von Theorein V sind erfüllt, wenn G = 6? G =—a 


angenommen wird. 

Diese Funktion ist dadurch interessant, dass sie in jedem Intervall 
unendlich oft zu- und abnimmt. Da sie überdies in jedem Intervall un- 
endlich oft unstetig ist, würde die Existenz einer Lange vermittelst der 
bisher bekannten Methoden garnicht nachzuweisen gewesen sein. 

Das Theorem III bietet genügende Hülfsmittel, um die Länge dieser 
Curve zwischen zwei beliebigen Punkten x, und x, wirklich zu berechnen. 
Es ist nämlich bei Anwendung der dort gebrauchten Bezeichnungen 








A(r) bedeutet hier die Anzahl der ungeraden Zahlen, die zwischen -2rr, 


, falls eine der Grössen 2rr, und 2rr, 


bl 


und 2rr, liegen, vermehrt um 
selbst eine ungerade Zahl ist, um 1, falls jene Grössen beide ungerade 


Zahlen sind. 
Es wird also schliesslich 
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+). 


Theorem VI. Wenn die Funktion f(x) zwischen x, und x, entweder 
stetig ist oder den Bedingungen 1) bis 4) von Theorem IL geniigt; wenn ferner 
eine endliche oder unendliche Schaar von Intervallen i, = x) — x, (r = 1, 2,...) 
bestimmt wird, die sämmtlich ausser einander liegen und das Intervall x,x, so 
erfüllen, dass alle im Inneren keines einzigen Intervalles i, gelegenen Punkte 
P der Strecke x,x, eine endliche oder abzählbar unendliche Menge bilden; so 
sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass die Curve 
y=f(x) von x, bis x, eine Länge besitzt, folgende: Die Curve muss in 


Jedem Intervalle i 


. eine Lünge 1, besitzen, und die Summe ZI, muss end- 
= 
lich sein. 
In dem Falle, dass f(x) stetig ist, wird die Länge L der ganzen Curve 


gleich 2 le 


Dass die ‘angegebenen Bedingungen nothwendig sind, ist ohne Weiteres 
klar. Dass sie hinreichend sind, beweisen wir im Folgenden nur unter 
Voraussetzung der Stetigkeit von /(r), da der allgemeine Fall durch 
Anwendung des Theorems III sofort auf jenen Fall zurückgeführt wer- 
den kann. 

Wir brauchen folgenden 


Huülfssatz. Werden mit y, und y, die zu x, und wx) gehörigen Werthe 
von y bezeichnet, so gilt unter den im Theorem gemachten Annahmen über 
die Intervalle i, für den Fall, dass f(x) stetig und IL, endlich ist, die 
Gleichung 


gi 2 (y. = Wf) pU — UA 


in welcher r auf der rechten Seite alle diejenigen Werthe annimmt, für welche 
x. und x! kleiner als x ist, während im Falle, dass x innerhalb oder auf 
der Grenze eines Intervalles i, liegt, noch das Glied y — y; hinzutritt. 
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Zunächst ist klar, dass die Summe auf der rechten Seite der Gleichung 
einen bestimmten endlichen Werth hat; denn offenbar ist der absolute 
Betrag von y!'—7y. kleiner als /,, und Z/, ist nach Voraussetzung 
endlich. Wir bilden die Funktion 


/ TI 


g(z) =y— (Et) yu). 


Dieselbe ist stetig, da ihre beiden Bestandtheile stetig sind. Sie ist ferner 
im Inneren jedes Intervalles ;, constant. Nun sind nach Voraussetzung 
diejenigen Werthe x, welche in keinem Intervalle à, liegen, nur in end- 
licher oder abzählbar unendlicher Menge vorhanden. Folglich kann die 
Funktion ¢(x) von x, bis x, überhaupt nur eine endliche oder abzählbar 
unendliche Anzahl von Werthen annehmen. Sie ist daher nach einem 
Satze von Herrn Canror(') constant, und zwar gleich Null, da ç(x,) = 0 


ist Dh: 


T 


y = I — y!) + y — y. 


To 


WR 


, 


Da, wie schon bemerkt, y; — y; absolut kleiner als /, ist, geht aus 
dem eben bewiesenen Hülfssatze unmittelbar die Gültigkeit der Relation 


Cone) 


(A) ly —y|< 2v 


Gr, (n) 
(für 2 beliebige Punkte x, y und x’, y' der Curve) hervor, wo die Summe 
auf der rechten Seite eine leicht erkennbare Bedeutung hat. Von dieser 
Relation wird in der Folge Gebrauch gemacht. 
Wir sehreiten zum 


Beweis von Theorem VI 


unter Voraussetzung der Stetigkeit von f(x). 


oo 
Es sei 221, endlich. Wir nennen 9 eine beliebig kleine positive 


r=1 


(Grösse. Dann kann p, so bestimmt werden, dass für p> p, sowohl 


(y Über wnendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten (Mathematische Anna- 
len B. 21, pag. 57). 
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eoo a 
X1 als Xi, kleiner als 2 wird. Nach einem Satze von Herrn Cantor (’) 
r=p+l r=p+1 


ist Zi =—2,—-2,. Es wird also die Summe derjenigen y + 1 Strecken, 
=1 


r 
welche übrig bleiben, wenn die p Intervalle à, 4, ..., i, aus der Strecke 


r,r, ausgeschieden werden, ebenfalls kleiner als 9. Wir bezeichnen 
diese übrig bleibenden Strecken (von denen etliche gleich Null -sein 


können) mit 4, 4, .... 5, ihre Anfangs und Endpunkte respective mit 
&:65 &, &5 ...; 5, &, die entsprechenden Werthe von y mit »,, %; 


Tis M5 t5 Ypo Yp- 
Dann wird 


und 


r=0 


p ac 
> Ix: — »,| <= 2-0". 


Die letzte dieser beiden Ungleichungen ist eine unmittelbare Folge der 
vorhin bewiesenen Relation (A), wenn darin für y und y die Werthe 7, 
gesetzt werden und über r summirt wird. Aus den beiden, vor- 


und 7, 


stehenden Relationen folet 


Setzen wir jetzt zuerst p = p, und bilden nach den in § 1 gegebenen 
Vorschriften die Grösse L,, indem wir als Theilpunkte die Punkte 


en CLS ae Moss les und ausserdem beliebig viele im Inneren der 
Intervalle i,, i,, ..., i, gelegene Punkte annehmen, so wird offenbar 


I 
L, <a 20 + P ee 


r=1 


Setzen wir dann zweitens p — p, = p 1 und bilden die Grösse 
] Po yn 
.L,, indem wir zu den schon vorhandenen Theilpunkten die beiden Punkte 


2 


(') Mathematisehe Annalen B. 21, pag. 54. 
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" istae yee : ^A ccn : . 
£,, &, und beliebig viele andere im Iıfneren von à, à, ..., à, gelegene 
hinzufügen, so wird 


p» 
Toon, 
= r=1 


Durch Wiederholung desselben Verfahrens erhalten wir schliesslich 
für beliebiges n 


Dn 
Wig eae) c» la: 
jc 


Hieraus ist die Existenz einer oberen Grenze für alle Z, ersichtlich, 


welche nicht grösser als 29 + 22/, sein kann. Nach Theorem I ist also 
= 
Y oo 
auch die Existenz einer Linge LL erwiesen, die hóchstens gleich 29 + m 
= r= 
oder, da 42 beliebig war, gleich &/, ist. Dass Z nicht kleiner als 
= r=1 


21, sein kann, ist aber selbstverständlich, da alle 7, Bestandtheile von 


2—1 


L sind. Es ist daher 


| pit 
r=1 


Nive VA 18g. Ate 


Bemerkung zu Theorem VI. 


Es liegt hier ein Irrthum sehr nahe. Man könnte nämlich meinen, 
wenn mit /, i, ... irgend eine unendliche Reihe einander ausschlies- 


sender, zwischen x, und x, gelegener Intervalle bezeichnet wird, deren 


Summe den Grenzwerth x, — x, hat, wenn ferner die stetige Curve 


y = f(r) in jedem dieser Intervalle eine bestimmte Linge /, besitzt, und 


1 


wenn die Summe YJ, einen endlichen Werth Z hat, so habe die ganze 
r=1 


Curve von x, bis x, die Länge Z. Dies wäre ein Irrthum; denn es giebt 
nicht nur Curven von der angegebenen Art, deren Länge grösser als L 
ist, sondern auch solche, die gar keine Länge besitzen. Für jeden Fall 
ein Beispiel. 
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i. Es sei &, &; &, &; .:. (wo allgemein & > &) eine unend- 


liche Reihe zwischen x, und x, gelegener Grössen, die beliebig gewählt 


und nur der Bedingung unterworfen sein sollen, dass sie alle von einander 


gr 


verschieden sind, dass die Intervalle à, = & — £, einander ausschliessen 
und dass die Summe Li, gleich x, — x, ist.(") Es sei ferner ç(x) eine 
r=1 . 

von x, bis x, stetige, sonst aber ganz willkürliche Funktion. Wir defini- 
ren dann eine Funktion f(x) folgendermassen. Für alle Werthe x, welche 
im Innern oder auf der Grenze eines Intervalles i, liegen, soll f(x) = ¢(€,) 
sein; für die übrigen Werthe soll f(x) = ç(x) sein. Offenbar ist die 
Funktion f(x) von x, bis x, stetig, die Länge der Curve y = f(x) ist 
aber nicht gleich 22/,, sondern grösser. Nimmt beispielsweise die Funk- 
tion e(x) von a, bis x, niemals ab, so ist die Länge der Curve von 
Lys y, bis v,, y, gleich x, — x, + y, — y,, was man unmittelbar erkennt, 
wenn man bei Aufstellungen der Grössen Z, nach den in $ 1 gegebenen 
Vorschriften die Punkte £, & als Theilpunkte annimmt und das Theo- 
rem I berücksichtigt. 1 

2. Um sich davon zu überzeugen, dass es auch Curven der genannten 
Art giebt, die gar keime endliche Lànge haben, kann man folgende geo- 
metrische Betrachtung anstellen. Es sei x, > x, und y, > y,. Die Punkte 
7,9, und c:,,9,, die wir mit A und. B bezeichnen und durch eine 
gerade Linie mit einander verbinden, sollen Punkte der zu construirenden 
Curve sein, die Gerade AB nennen wir erste Näherungsform der Curve. 
Wir construiren zweitens die 4 Punkte 





(*) z. B. es bestehe die Reihe £,, ¢, aus allen rationalen Zahlen von der Form 
c c 6 I 
EE ls A ates ides apse 
iat EN ah ae zu 
c € c 2 
M 1 1 p—1 
SS SP SS te Speer ats ne 
3 3 3° 35 
wo die Grössen ¢,, €,, ..., ¢p—1 jeden der beiden Werthe O und 2 annehmen und p 


alle ganzzahligen Werthe von I bis co erhält. (Cf. CANTOR, Mathematische Annalen 
B. 22, pag. 590). 


ur 


Allgemeine Untersuchungen über Rectification der Curven. 


£—=2, + Pa —), Y=Y, + 


I^ 
=o, + s 6 u) Y= wt zi u) 


bezeichnen dieselben der Reihe nach mit C, D, E, F und ziehen die 5 Gera- 
den AC, CD, DE, EF, FB. Diese 5 Geraden bilden die zweite Naherungs- 
form. der Curve, und zwar sollen die beiden horizontalen Geraden CD 
und EF Bestandtheile der Curve bleiben. Jede der drei anderen Geraden 
wird nun wiederum ersetzt durch eine aus 5 Stiicken bestehende ge- 
brochene Linie, und zwar nach demselben Gesetze, wie vorher die Linie 
AB; d. h. wenn wir jetzt die Coordinaten des Anfangs- und Endpunktes 
irgend einer jener 3 Geraden mit z,, y, und z,, y, bezeichnen, sollen 
die Coordinaten von 4 einzuschaltenden Punkten durch die vorher auf- 
gestellten Formeln bestimmt werden. So entsteht die dritte Näherungs- 
form, und wiederum sollen die horizontalen Linien Bestandtheile der 
Curve bleiben. Setzt man die Construction nach diesem Gesetze in inf. 
fort, so erhält man als dauernde Bestandtheile der Curve horizontale 


oo 
Linien, deren Gesammtlinge XJ, gleich x, — x, ist, da allgemein für die 
r=] - 


d n—1 
n^ Naherungsform X1, = (v, — n1 = (2) ) ist. Die Differenz der 


zwei benachbarten Horizontallinien in der #“* Naherungsform entsprechen- 


den Werthe von y ist (y, nl) . hat also den Grenzwerth Null. — 
Für jeden im Intervall Ly, gelegenen Werth x, dem auf keiner der 
unendlich vielen Horizontallinien ein Werth y entspricht, bilden wir eine 
Reihe 2, x®, ... in inf. von der Beschaffenheit, dass ihre Elemente sich 
dem Werthe x in inf. nähern, und dass jedem Werthe x" ein bestimmter 
Werth y” auf einer der Horizontallinien entspricht. Dann nähert sich 
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y” mit wachsendem » einem bestimmten Grenzwerth, den man etwa durch 


die Carror’ sche Fundamentalreihe 


(2) \ 
9: Je are 


(a) 
(ss ay 


ausdrücken kann, und wir setzen y = limj/?. — Die jetzt vollständig 


noa 
definirte Curve ist von x, bis x, stetig. Dennoch hat dieselbe nicht 
etwa die Länge 227, = x, — x,, sondern überhaupt keine endliche Länge. 
Nehmen wir nämlich die Endpunkte der horizontalen Linien der 7" 


Näherungsform zu Theilpunkten, so wird offenbar 


n—l \ n—1 


(f — Ji) (=) < T < D — 4$ E (y, — y,) (2) 


L, wächst also mit » über alle Grenzen. 


n 


6. 


Wir wollen die Tragweite des Theorems VI etwas nàher ins Auge 
fassen. ; 
Wir behaupten, dass dasselbe in Verbindung mit den vorhergehenden 
Theoremen Criterien der Existenz oder Nichtexistenz einer Länge für alle 
diejenigen Curven liefert, für welche sämmtliche Stellen, an denen oder in 
deren Umgebung die Richtungsschwankung (cf. S 1) gleich x ist, eine end- 
liche oder abzählbar unendliche Menge bilden. 


Beweis, 


Es sei für die Curve y = f(x) im Intervall x,r, die Gesammtheit 
derjenigen Punkte P, an denen oder in deren Umgebung die Richtungs- 
schwankung gleich 7 ist, endlich oder abzählbar unendlich. Die Punkte 
P bilden ihrer Natur nach eine abgeschlossene Menge, d. h. alle Punkte 
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der abgeleiteten( Menge P’ sind zugleich Punkte der Menge P. Es 
lässt sich dann, wie Herr Canrodr gezeigt hat,(*) eine endliche oder un- 
endliche Reihe von Intervallen /,, i,, ... bestimmen, deren Endpunkte 
Punkte der Menge P sind, und welche die Eigenschaft haben, dass die 
Gesammtheit derjenigen Punkte, welche innerhalb keines der Intervalle 
i, liegen, gleich der Gesammtheit aller Punkte P ist. 

Dann ist es immer möglich, jedes Intervall ;, in eine endliche oder 
abzählbar unendliche Menge von Intervallen 7,,, 7,., ... zu theilen, in deren 
jedem die Funktion den Bedingungen der Theoreme IV oder V genügt 
und also eine Länge /,,, /,, ... besitzt. Diese Eintheilung, welche auf 
verschiedene Art vorgenommen werden kann, wird so einzurichten sein, 
dass sich die Grösse der Längen /,,, /,, ... vermittelst der Theoreme IV 
und V möglichst leicht beurtheilen lässt. Hier kommt es vorläufig nur 
darauf an, die Móglichkeit einer solchen Eintheilung ganz allgemein nach- 
zuweisen. Offenbar wird dieser Nachweis geliefert sein, wenn es gelingt, 
zu zeigen, dass nach Annahme zweier beliebigen Punkte x; und x im 
Inneren des Intervalles ;, die Strecke rjr; immer in eine endliche Zahl 
von Intervallen i,, zu theilen ist, in deren jedem die Bedingungen von 
Theorem IV oder V erfüllt sind. 

Wir bezeichnen mit s die gróssere der beiden in § 1 definirten 
Richtungsschwankungen 4 — a’ und 3— f$. Offenbar kann s zwischen 


"" 
r 


x. und rz; einschliesslich an keiner Stelle den Werth x erreichen. Wir 


, 


behaupten, dass auch die obere Grenze von s im Intervall z;z; von x 
verschieden ist. Denn sonst müsste im Inneren oder auf der Grenze der 
Strecke xx)’ ein Punkt von der Art existiren, dass s in jeder Nähe 
desselben jeden beliebig wenig von z verschiedenen Werth annimmt. An 
dieser Stelle wäre also entweder 4 — a’ oder $ — ß gleich z, d. h. s 
gleich z, was gegen die Annahme ist. 

Wir bezeichnen die obere Grenze von s im Intervall xx’ mit C 
und nehmen zwei Zahlen G und G' an, erstere positiv und grósser als 


LU 
11 


tgl, letztere gleich — G. Dann kann die Strecke z;r; in eine end- 


liche Menge von Intervallen getheilt werden, in deren jedem alle vier de- 


(*) Nach der Definition von Herrn Canror. 
(^ Mathematische Annalen B. 21, pag. 56. 
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rivirten Funktionen D*, D,, D^, D_ entweder überall nicht grösser als @ 
oder überall nicht kleiner als @ sind” Denn sonst müsste eine Stelle 
existiren von der Art, dass in jeder Nähe die Derivirten zum Theil kleiner 
als @, zum Theil grösser als @ würden, d. h. dass s> C wäre; was un- 
möglich ist. 

Wir sehen also, dass die Strecke x;x, in eine endliche Menge von 
Intervallen getheilt werden kann, welche den Bedingungen der Theoreme 
IV oder V genügen, wenn daselbst für @ und G' die eben angenommenen 
Werthe gesetzt werden. Daraus ergiebt sich, wenn wir im Inneren von 


r rt N 


i, links von z; einen neuen Punkt z;", rechts von x” einen neuen Punkt 


SUI are 


x.’ beliebig annehmen, die Strecken xx; und a 


D 


AC UAT 


r 


ror 


wiederum in 
eine endliche Schaar von Intervallen theilen, u. s. w. fort, dass die Strecke 
i, ganz und gar in eine abzählbare Menge von Intervallen 44, da, ... 
getheilt werden kann, in deren jedem die Curve den Bedingungen der 
Theoreme IV oder V genügt und also eine bestimmte Linge /,, /,, ... 
besitzt. Diese Intervalle 4,4, 4,, ... füllen die Strecke 7, in dem Grade 
aus, dass alle inneren Punkte der letzteren entweder im Inneren oder auf 


der Grenze eines Intervalles i 


D 


, liegen. Die Gesammtheit aller Intervalle 
i,,, welche nach einem Satze von Herrn Caxron ebenfalls abzählbar ist, 
füllt daher die ganze Strecke «,2, 
im Inneren eines solchen Intervalles gelegenen Punkte abzählbar ist. Die 


x, so, dass die Gesammtheit der nicht 
im Theorem VI an die Intervalle ö gestellte Forderung wird also von 
den Intervallen ?,, erfüllt, und ebenso die Forderung, dass die Curve in 
jedem Intervalle 7 eine bestimmte Länge hat. 

Hiermit ist die zu Anfang dieser Nummer aufgestellte Behauptung, 
betreffend die Tragweite von Theorem VI, erwiesen. 


^ 


I. 


Eine besonders einfache Anwendung des Theorems VI und der in 
$ 6 angestellten Betrachtungen enthält folgendes 

Theorem VII. Wenn die Curve y = f(x) entweder stetig ist oder den 
Bedingungen 1—4 von Theorem II genügt; wenn ferner eine solche Constante 
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C < z existirt, dass die Gesammtheit der im Intervall x,x, gelegenen Stellen 
P, an denen oder in deren Umgebung die Richtungsschwankung grösser als 
C ist, eine abzählbare Menge bildet, so lässt sich eine abzählbare Menge von 
Intervallen à, i,, von der Art angeben, dass ausserhalb derselben nur 
Punkte der Menge P liegen, und dass im Inneren jedes Intervalles i, die 
Gesammtschwankung der Richtung nicht grösser als C ist. Werden die 
Werthe von y, welche den Endpunkten des Intervalles i, entsprechen, mit 
y, und y, bezeichnet, so hat die Curve von x,y, bis v,, y, eine Länge oder 
nicht, jenachdem die Summe 2 |y; — y; endlich ist oder nicht. 


/ 


Beweis. 


Der Beweis fiir den ersten Theil dieses Theorems, betreffend die 
Möglichkeit der Eintheilung in Intervalle à,, ö,, ..., in deren jedem die 
Gesammtschwankung der Richtung nicht grösser als C ist, ist in den Be- 
trachtungen von $ 6 enthalten, wo die hier i,, i. ... genannten Intervalle 
mit i, bezeichnet wurden. Der zweite Theil, das Criterium für die 
Existenz der Linge, ist eine Folge des Theorems VI, wenn man die in § 4 
angegebene obere Grenze für die Länge /, berücksichtigt. Setzen wir 
nämlich 


‘ 


C 
Ge im 
so ist nach Theorem IV oder V 


lx N TUNES (2 (rj; — x) + ly = vel) : 


oder auch direkt nach Theorem Va für C’ > C 





Ausserdem ist offenbar 
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Mit Rücksicht auf Theorem VI folgt aus der letzten Relation, dass das 
Theorem VII nothwendige, aus jeder der beiden vorhergehenden, dass es 
hinreichende Bedingungen für die Existenz einer Länge Z enthält. 


Beispiel zu Theorem VII. 


Wir wählen eine recht complicirte Curve. Es sei ) 
© 1 
g(x) = Z cr = ni gh 
r= 


wo w,, w,, ... die Reihe aller rationalen Zahlen ist, während die €, 


i 
simmtlich positiv und so gewählt sein sollen, dass die unendliche Summe 
c(r) für alle Werthe von x innerhalb eines gewissen Intervalles con- 
vergirt. ( Der Constanten C geben wir einen solchen Werth, dass 
g(o) = o wird. Es sei ferner 


d(r) = vlgLsin (gigi) 


Dann wird durch die Gleichung 
4 = a) = p(x)g (a) 


eine Curve definirt. Durch Anwendung des Theorems VII lässt sich mit 
Leichtigkeit zeigen, dass dieselbe von 2—=o bis x — 1 eine endliche 
Länge besitzt. 


Es ist nämlich, da d(x) in der Umgebung jedes Punktes x im Inneren 
der Strecke o... 1 nach dem TAxvromsehen Lehrsatze entwickelt werden kann, 


Se +h)— f(x) eo +h) —e(x) 
h h 





f(x) + e(r + h)d'(x + oh) 











_ fe@+h)— lz), 4 ?GU hr a a 
> | 7 s AUF E DNE an) 


, I 2 I \ 
cos (lg) + sin foie 7 =a |: 





g(x + h) 





(') Vergl. das Beispiel I zu Theorem IV. 


Allgemeine Untersuchungen über Rectification der Curven. 81 


Hat x einen Werth, wofür c&(r)z o wird, so hat das erste Glied rechts 
für alle Werthe / unterhalb einer gewissen Grenze das Vorzeichen von 
d(x); denn e(x) ist beständig positiv und nimmt mit # beständig zu. 
Das zweite Glied aber ist absolut. kleiner als \ze(r). Folglich ist 


f + h) —f( 


f) p. N . - . E 
7 ) für genügend kleine Werthe von h grösser als — \2e(1), 


wenn d(x) positiv ist, und kleiner als \2e(1), wenn d(x) negativ ist. 
Denken wir uns jetzt die Strecke ©... 1 in eine abzählbar unendliche 
Schaar von Intervallen %,, i,, ... getheilt, indem wir als Theilpunkte alle 
diejenigen Punkte annehmen, für welche &(x) = o ist, so ist im Inneren 
jedes Intervalles i, die Gesammtschwankung der Richtung höchstens gleich 


> + aretg[y2¢(1)]; denn alle vier Derivirten sind entweder durchweg 

kleiner als y2¢(1) oder durchweg grösser als — \2¢(1). Die den End- 

punkten des Intervalles 7, entsprechende Differenz y; — y; ist aber Null, 

folglich auch die Summe X |y; — y;|. Also hat die Curve nach Theorem 
= 

VII von «=o bis r— 1 eine Länge Z, und zwar ist dieselbe nicht 

aa " j EXE 
grösser als 2yı + 2¢(1)’. 
Das Integral 


T 


f ivi + f(x)’ 


To 


ist sinnlos, welche Werthe wir auch den Grössen x, und x, geben mögen; 
denn f'(r) wird für alle rationalen Werthe von x unendlich gross. 


Durch das Theorem VI werden, wie in $ 6 gezeigt worden ist, alle 
Curven erledigt, für welche die Stellen, an denen oder in deren Um- 
gebung die Richtungsschwankung gleich z ist, eine endliche oder ab- 


zählbar unendliche Menge bilden. 


Acta mathematica. 5. Imprimé 29 Mars 1884. 11 


Ludwig Scheeffer. 


00 
bo 


Allgemeine Criterien der Existenz einer Linge für den Fall auf- 
zustellen, dass die Gesammtheit jener Stellen eine hühere Machtigkeit hat, 
ist uns noch nicht gelungen. Man wird. bei derartigen Curven auf die 
Theoreme I—III zurückgreifen müssen. Wire bemerken nur noch, dass 
es Curven dieser Art giebt, denen eine bestimmte Länge zukommt. 
Beispiele sollen bei nächster Gelegenheit mitgetheilt werden. 


Berlin d. 8" December 1883. 


EINIGE ANZAHLEN FUR KEGELFLACHEN 
VON 


AE REY: 


in FREIBURG i/5. 


In einer durch 6, 7 oder 8 feste Puncte definirten Schaar von 
Flächen zweiter Ordnung sind bekanntlich Kegelflächen enthalten, und 
zwar bilden die Scheitel derselben eine Fläche am Ordnung, eine Raum- 
curve 6'* Ordnung, oder sind in endlicher Anzahl 4 vorhanden. Die 
erste dieser Zahlen làsst sich leicht verallgemeinern: Die Scheitel von 


n(n + 3) + 1 Puncte gehen, bilden 


Dim 


Kegeln 5" Ordnung, welche durch 


eine Fläche der Ordnung 


zn(n + 1)(n + 2). 
Man zeigt dieses auch durch Rechnung, wenn man den Kegelscheitel als 
Projectionscentrum auf einer Geraden sich bewegen lässt, und die Be- 
dingung ausdrückt, dass die auf eine Ebene projieirten Puncte in einer 
Curve » Ordnung liegen sollen. Weniger leicht ist die Verallgemei- 
nerung der zweiten und dritten obiger Zahlen. Wenn n= 2, erhält man 
z. B. die zweite aus der ersten dadurch, dass man zwei Gruppen von 6 
Puncten annimmt, die 5 Puncte gemeinschaftlich haben. Versucht man 
aber, dieses nahe liegende Verfahren auf Kegel »'* Ordnung auszudehnen, 
dann stellen sich gewisse Schwierigkeiten ein. So würde z. B. folgende 
Aufgabe zu behandeln sein: Wie viele Puncte x in fester Ebene, ab- 


. I 
gesehen von den Spuren der Verbindungsgeraden von „n(n + 3) gege- 


benen Puncten, haben eine solche Lage, dass ein Kegel n‘“* Ordnung mit 
Scheitel x, der jene Puncte enthalten soll, nicht bestimmt ist? — Um 


Acta mathematica. 5. Imprime 29 Mars 1554, 
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derartige Schwierigkeiten zu umgehen, habe ich einen anderen Weg ein- 
geschlagen, und fast ausschliesslich. von dem Princip der Erhaltung der 
Anzahl Gebrauch gemacht. 


lk 


Erklärung der Abkürzungen. Ort der Spitzen einer zweifach 
unendlichen Kegelschaar. | 


Als Zeichen für die zweifache, einfache, resp. nullfache Bedingung, 
dass die Kegelspitze æ in einer gegebenen Geraden, oder Ebene, oder 
endlich beliebig im Raum liege, soll gesetzt werden: 


Zur Bestimmung eines Kegels oder einer endlichen Anzahl solcher müssen 
noch 


n(n + 3) + à (i=, 2358) 


Wle 


Bedingungen gegeben sein; aber von ihnen sollen immer nur diejenigen, 
welche nicht einfache Punctbedingungen sind, besonders bezeichnet werden. 
Solche bevorzugte Bedingungen sind 

P", d. h. die Gerade zP zur p-fachen Kante zu haben, wenn der 
Punct P, nicht aber die Kante selbst, gegeben ist. 

Pj; der gegebene Punct, durch welchen die p-fache Kante gehen soll, 
liegt in der Ebene e. 

P'T,, oder P!T,; eine berührende Ebene längs der p-fachen Kegel- 
kante ist gegeben; dieselbe enthält die Gerade 5, oder fällt 
mit der Ebene e zusammen. 

P', ht; es sollen ^ gegebene, durch P gelegte gerade Linien Tan- 
genten des Kegels in P werden. 

G^, WE; die pefache Kegelkante mit yw’ berührenden Ebenen ist 
gegeben. 
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Im letzten Falle ist est selbstverständlich, dass x auf der Geraden @ 
liegt; in den übrigen Fällen aber muss die Bedingung für « hinzugefügt 
werden. Dabei ist es unnöthig, die Zahl der übrigen, einfachen, Be- 
stimmungspuncte, wie z. D., wenn die Bedingungen x,, P", ht gegeben sind, 


zn(n + 3)+2 — = ny + 1)—h, 


ausdrücklich anzugeben, weil sie schon aus y, h, und dem Index von 
x folgt. 
Jede Zusammenstellung der hier eingeführten Zeichen, wie 


a]; EA 


els 


ho nic An ss 2 


bedeutet die Anzahl derjenigen Kegelflächen, welche den hingeschriebenen 
und hinzuzudenkenden Bedingungen genügen. Durch diese Bezeichnung 
wird offenbar eine bedeutende Abkürzung in der Ausdrucksweise erzielt. 
Es gelingt nun, die Symbole mit (z,| auf solche mit c,, die mit x, 
auf solche mit x, zurückzuführen. Mit der Berechnung der letzteren hat 
man also zu beginnen. 
Wie so eben erklàrt ist, bedeutet 


(1) [G^, @E] (ug S p) 


die Zahl der Puncte auf einer Geraden G, welche eine solche Lage haben, 
dass aus ihnen als Spitze ein Kegel n‘* Ordnung construirbar ist, welcher 
G zur p-fachen Kante hat, von y gegebenen, durch 6 gelegten Ebenen 
làngs dieser Kante berührt wird, und durch 


a 4 1 — in(n + 3) HE. 1)—p +1 


gegebene Puncte des Raums geht. Die Zahl (1) ist daher auch gleich 
dem Grade eines einstufigen Linienortes, welcher auf folgende Art entsteht. 
Durch jeden Punct von G als Spitze legt man den Kegel, der die Bedin- 
gungen G^, WE erfüllt, und durch a gegebene Puncte geht. Jeder dieser 
Kegel trifft eine feste, durch @ gelegte Ebene in » — y beweglichen 
Geraden, die den erwähnten Linienort ausfüllen. Um den Grad dieses 
Ortes zu bestimmen, braucht man nur zu untersuchen, wie viele seiner 


. 
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Strahlen durch einen Punct @, der Geraden G gehen. Es sind dieses 
erstens die » — y Geraden, welche der Kegel mit Scheitel Q liefert; 
zweitens aber tritt für gewisse Punete von @ der Fall ein, dass eine der 
n eig beweglichen Ge aden mit G zusammenfällt, und somit auch durch 
Q geht. Daher ist 


pr — pn + |@*, (9 + 1) E; wenn p <p 
G^, 2] = E 


PTS 
D 
Sn 


I» —p+ [G^], wenn jf =p, 


woraus man leicht ableitet: 


Suminirt man die hieraus für y — 1, 2,..., entstehenden Gleichungen, 
und beachtet, dass [G@"| = o ist, so Fe sich 


p=n 


= X n(n — n 4 1) 


oder in anderer Bezeichnung 


(4) al ann + 1)(n + 2). 


. Y TE AVI + 
Die Flache der Ordnung [x Rd ı gegebenen 


| enthält offenbar die 


g 
Puncte »-fach, ihre Verbindungsgeraden einfach. 
Aus (3) folet noch durch Summirung von y — 1 bis p — y 


yu I 
[G^] = x] — at + 1)n +. A0 — A); 
und darauf aus (2) die später zu benutzende Gleichung: 


; Am AT sw ^ I z 
(5) [G*, (an — 9 E] = [x] — 2 (£ + 3a — 2n + zul + 3n 4). 
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9 


Ort der Spitzen einer einfach unendlichen Kegelschaar. 


Auf dieselbe Art, wie [x,] bestimmt wurde, hätte man auch 


berechnen kónnen, würde aber dann Kegel mit zwei mehrfachen Kanten 
zu betrachten gehabt haben. Viel schneller gelangt inan zum Ziel, wenn 
man p + 1 der willkürlich gelegenen Bestimmungspuncte dem Puncte P un- 
endlich nahe legt, wodurch sie in die Lagen Q,,..., Q,,, kommen mügen. 
Die Kegel, welche jetzt den gestellten Bedingungen genügen, haben ent- 
weder ihren Scheitel in einer der Ebenen PQ,Q,, ..., PQ, Q,.,, oder sie 
schicken durch P eine (y + 1)-fache Kante, d. h. man hat 


ATE 
= U Y p+l — 
2 P^] — a BP") =zele + 1), 
woraus durch Summirung von y — 1 bis 2a — 1, wegen [r,, P") = o, 
[ PER [7] I 3 
(6) (Toys 1 [To] — à gm) 


folet. 
Das gleiche Verfahren führt zu einem anderen Ausdruck für 


[a PEL 


Die ant + 1) Ebenen PQ,Q.,..., PQ, Q,,, bestimmen jetzt ebensoviele 


Spuren g in der Ebene e, und den Forderungen kann erstens dadurch 
genügt werden, dass æ in einer dieser Geraden liegt, zweitens dadurch, 
dass der Kegel eine (x + 1)-fache Kante durch P schickt. Jede der 


Geraden g enthält 
8 IU c | 


H. Krey. 


oo 
oo 


Scheitel von Kegeln, welche der Aufgabe genügen; zu diesen Scheiteln 


cehören indessen auch die 


3 s y ) 


Schnittpunete zweier g, welche nicht Spuren der Geraden PQ,,..., PQ,:: 
sind; damit diese nicht zwei Mal gezählt werden, hat man ihre Zahl von 


I 
sale + 1).[2,, PT] 
in Abzug zu bringen, und erhält so 
: m ACE I 5 I 4 
(7) (Tes BR: ez [.; Pi 2| EZ za (n + 1)[z;; P! , T,) — ele x U(u S zi 2). 


Das erste Symbol rechts kann man leicht auf (6) zurückführen. Legt 
man in der Bedingung (6) einen der noch verfügbaren Puncte Q in die 
Nahe von P, und zwar so, dass PQ die Gerade g in z' trifft, dann 
genügt der Kegel aus z', gj mal zählend, der Forderung, während die 
übrigen die Bedingung 7, erfüllen; d. h. man hat 


[2,5 T 1 cxi [os A mn Ms 
und durch Einsetzen in die vorige Gleichung, und Benutzung von (6) 


(8) [x., P"]— [r, PA] 
= 2 ala + 1).n(n + 1)(n + 2) — sut + su + 4 + 7u + 6). 


Nun ist 


denn nachdem aus den (n + 2) Puncten ein Quadrupel A,, A,, A,, Ay 
herausgegriffen ist, kann man als Axe des degenerirten Kegels jede Gerade 
wählen, welche durch P geht, und eines der 3 Geradenpaare 


AA, AA: AANA A; AA, AA 


Einige Anzahlen für Kegelflichen. 89 


trifft. Die Gleichung (8) giebt also durch Summirung von y — 1 bis 


po—n—1 


(9) fx] = 75" — 1)(n + 1)(m + 2)(n? + qn + 6) 


und sodann durch Summirung von p — 1 bis p — 1 die allgemeinere, 
später noch zu verwerthende: 


Go) [m P^] (2.] — at ln] + 75 Rn nr + pp + sn + 9. 


Beiläufig bemerkt, folgt aus (9) 


(10a) [ante + 1)(n + ay} — n(n + 3) [+ 3). 1 — [z;] 


2 2 2 





= nn — 1) — zy + ow* + 290 + 33) 


für die Zahl der von den Spuren der Verbindungsgeraden verschiedenen 
n(n + 3) 


2 





Puncte in e, aus welchen ein Kegel durch die Puncte nicht be- 


stimmt ist. Die directe Bestimmung dieser Zahl ist mir nur für n = 3 
gelungen. 


» 


- I 
Zahl der Kegel durch -n(n + 3) + 3 Puncte. 
Die Annäherung eines der gegebenen Puncte an P hat zur Folge, 
dass ein Theil der Kegelspitzen x, welche der Bedingung 
[ar Pr, he] 


genügen, sich ebenfalls dem Puncte P unendlich nähert. Für wie viele x 
dieses eintritt, möge vorläufig mit 


(n — p)e(n, p, h), oder kürzer (n — p)e(h) 
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bezeichnet werden. Man hat dann 
(11) [x 2, nt] = (n — „)e(h) + [x,, P", (h + 1)t], 


(ke os 3o Toa 


also auch 
(12) Le, P*] = (n — le (0) + Fl) 9 --- e Q2] + En Pt, (a + 1) 
Die der Bedingung 


[%;, po (4 s 1)t] 


genügenden Kegel haben entweder xP zur (pu + 1)-fachen Kante — in 
welchem Falle die Forderung (y + 1)f, unabhängig von der Lage der 
(pg + 1) berührenden Ebenen längs dieser Kante, als erfüllt zu betrachten 
ist — oder haben ihren Scheitel in einer der Ebenen /,/,, die durch je 
zwei der Richtungen ? bestimmt ist. Die Anzahl dieser letzteren Kegel 
beträgt weniger als 


sae + 1e, PET (a — 1)1) 


weil hier wieder zu beachten ist, dass jede Schnittgerade zweier solcher 
Ebenen, welche nicht zu den ¢ selbst gehört, 


[Gode Rr] 


den Forderungen genügende Puncte x enthält, dass also, damit letztere 
nicht zwei Mal gezählt werden, von dem vorigen Ausdruck das 


32 o i *) fache 
abgezogen werden muss. So entsteht die Gleichung 
(13) [r., P^, (p + 1) — [e., PA 
= > put Dos PET (a — 1) — 3 af — (u — 2).[G*, (p — 1) E) 


€ 


Um rechts die Bedingung 7, wegzuschaffen gehen wir aus von der 
weniger speciellen Forderung 


de, Pia — ni), 
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und legen einen der noch freien Puncte Q in die Nähe von P,, und 
zwar in die Ebene e. Dadurch theilen sich sofort die fraglichen Puncte 
x, in drei Gruppen. Ein Theil liegt jetzt in unendlicher Nähe von P; 
die Zahl derselben soll mit 


(n — pe (n — 1) 
bezeichnet werden; auf der Geraden P,Q, liegen 
[G^, (uy — 1) E] 


Puncte, von welchen jeder p-fach zählt; die übrigen endlich erfüllen die 
Bedingung 7,. Dies giebt 


(14) [s Per s] 
= (m, Px — 1)] — (n — p) p(w — 1) — p.(G", (p — 1) E) 


Ferner kann man P durch P" ersetzen vermóge der Gleichung 





(15) fe, Pen — 1t] = la, PE, (a — t] — et — 1). 


Auf der rechten Seite darf man jetzt die Bedingung (p — ı)t, da sie 
#— 1 einfachen Punctbedingungen äquivalent ist, weglassen. (p — 1) 
ist nichts Anderes als die Vielfachheit der Raumcurve [|P^", (p — 1)f| im 
Punete P; dass ¢ hier dieselbe Bedeutung hat wie in der Gleichung (11), 
wird sogleich nachgewiesen werden. 

Aus (12), (13), (14), (15) folgt nun die Reductionsformel 


A= 


(16 [z, P*]—[z,, PA] = (n— y) 2 g(h) 





+5 ut), P^]— 2 (i +24 216", (u—1)E]—¢(u—1)—(n—p)p(u—1)}, 


I 
4 
welche zur Berechnung von [x,, P*] dienen kann, sobald g(h), &(h) er- 
mittelt sein werden. Die Bedeutung der letzteren Zahlen erkennt man 
durch nachstehende geometrische Überlegung. 

Nachdem einer der 


a+ı = Sn(n +3)+ 3— nn +1)—h 
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freien Puncte Q der Bedingung (11) in die Nähe von P gelegt ist, pro- 
jicire man die noeh übrigen aus P auf eine beliebige Ebene E, wodurch 
Puncte M;,..., M, entstehen, deren Lage als constant angesehen werden 
darf, so lange das Projectionscentrum sich nur unendlich wenig von P 
entfernt. In E construire man Plancurven 54" Ordnung, welche durch 
M;...., M, gehen, und einen ;-fachen Punct P' der Art haben, dass 
die Puncte #,...,t,, die Spuren der Richtungen ¢,,..., ¢,, einzeln oder 
zu zweien auf dessen Tangenten liegen. Den Punct x kann man nun, 
ohne ihn um ein Endliches von P zu entfernen, in der Geraden PP’ 
auf genau n— y Arten so wählen, dass die Projection @ von Q in die 
Plancurve fällt. Der aus einem solchen Puncte x über der C, construirte 
Kegel genügt offenbar allen gestellten Bedingungen, und es giebt 


(n — p)g(h) 
solcher Puncte x, wenn ç(h) die Zahl der Plancurven nt Ordnung be- 
deutet, die auf die angegebene Weise construirbar sind. 
Làsst man die Bedingung Q fort, dann hat man es mit einer Raum- 
curve 


[P^, hé] 


zu thun, deren Vielfachheit in P (A) beträgt. Die Richtungen, in 
welchen diese Curve durch P geht, sind nämlich die Verbindungsgeraden 
von P mit den verschiedenen Puncten P'. 

In àhnlicher Weise wird die Bedeutung der in Gleichung (14) ein- 
geführten Zahl ¢(— 1), und allgemeiner die von &(h) ersichtlich. Die 
Forderung j 


[1,5 PE] 
beschränkt x auf die Ebene e. Wir lassen einen der 


a = EB 2: = SEEN: 


freien Puncte Q, in die Nähe von P, rücken, und projiciren die « — 1 
übrigen auf eine Ebene E, die e in der Geraden /' treffen möge. Die 
Plancurven in E, welche Leitcurven von Kegeln werden sollen, müssen 
jetzt ihren p-fachen Punct P; in der Geraden /' haben, und im Übrigen 
hinsichtlich der festen Puncte /j,...,/, denselben Bedingungen genügen. 


Verbindet man einen der n — p weiteren gemeinschaftlichen Puncte einer 
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solchen Curve und der Geraden /' mit Q,, so wird auf der Geraden P,P’ 
ein zu P, benachbarter Punct x bestimmt, welcher einer der gesuchten ist. 
Im Falle y — 1 bedürfen diese Überlegungen einer kleinen Modi- 
fication; jedoch sind die für e(h), d(h) zu entwickelnden Ausdrücke der 
Art, dass die Gleichung (16) für # = 1 richtig bleibt. 
Man hat also noch zu bestimmen: 


1) Die Zahl g(h) der Plancurven »‘* Ordnung, welche durch 





hem n(n + 3) i an JE 5 


aA 
gegebene Puncte gehen, und einen yrfachen Punct haben, dessen 
Tangenten h gegebene Puncte treffen (wobei sich die % Puncte 
nicht nothwendig auf h verschiedene Tangenten vertheilen). 

2) Die Ordnung ¢(h) des Ortes der j-fachen Puncte, welcher ent- 
steht, wenn nur 4 — 1 Puncte zu Grunde gelegt werden, und die 
Bedingungen im Übrigen dieselben bleiben. 


Kür A —2(60 Ast 
(17) d(0) — 5 np + xn — p + 1) 


Br z^ 
(18) el) = ga — (n + 2)" — p + 1)’. 

Was die erste dieser Zahlen angeht, so kann man ja sogar die Gleichung 
des betreffenden Ortes wirklich bilden. Wählt man r == pu + 1) 


linear-unabhängige Curven, welche durch die 4 — 1 Puncte gehen, als 
Grundeurven einer Schaar, und stellt die r Bedingungen für das Vor- 
handensein eines y-fachen Punctes auf, so giebt die lineare Elimination 
der Parameter eine Determinante von r Reihen. — Durch a Puncte gehen 
nur r — 1 linear-unabhängige C,; man erhält also jetzt als nothwendige 
und hinreichende Bedingung für einen y-fachen Punct das gleichzeitige 
Verschwinden der (r — ı)-reihigen Determinanten einer Matrix von r 
Horizontalreihen und r — ı Verticalreihen, und hieraus ergiebt sich ohne 
Schwierigkeit für die Zahl der Curven mit einem y-fachen Punet 


(r — 1? — (r— 2)’...+4 X 1n —a+ 1)’, 
d. i. der Ausdruck (18). 
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Von (17), (18) ausgehend, kann man leicht ¢(h), ¢(h) allgemein be- 
stimmen. Für h > 1 zerfällt die Curve &(h) in die Verbindungsgeraden 
der À Puncte, und eine Restcurve, 


dh) ==h(h— 1) + ¢,(h). 


bole 


Auch die Zahl ¢g(h) zerlegt sich, wie folgt: 


e(h) = s) + M — 1)e,(h) + £,(h), 
weil der Forderung genügt werden kann erstens durch solche C,, welche 
einen Schnittpunet von zwei Verbindungsgeraden der  Puncte zum p- 
fachen Punct haben; zweitens dadurch, dass eine dieser Verbindungs- 
geraden als Tangente des y-fachen Punetes gegeben ist, drittens endlich 
dadurch, dass sich die h Puncte auf h verschiedene Tangenten vertheilen. 

Lässt man einen Punct X sich auf der Curve ¢,(h) bewegen, so 
existirt der Voraussetzung zufolge immer eine C,, welche durch die « — 1 
Puncte geht, und in X einen s-fachen Punct hat, dessen Tangenten die 
Bedingungen A,,..., 4, erfüllen. Die Verbindungsgerade von X mit 
einem weiteren festen Puncte 4,,, bestimmt » —  Puncte Y auf der C,, 
und da ¢,(h) Puncte X auf der Curve &,(h) vorhanden sind, welche 
ihre C, durch den Punct A,,, schicken, so ist 


(n — pg, (9) + e, (0) 
der Grad des Y-Ortes. So gross ist auch die Zahl der Coincidenzen von 
Y mit X; aber nicht gemeint sind die h[¢,(h) — p], welche in den ein- 
fachen Schnittpuncten der Geraden 4,,,4,,..., 4,,,44, mit der Curve 
¢,(h) stattfinden. Hiernach ist 
PAR + 1) = (n pu h) b,(h) S e, (n) + An. 


In durchaus analoger Weise findet man 


d, (h 12 1)=n—p—h+ d,(h), 


g(kh+1)=n—p + ¢,(h) — (h — 2), (h = 2) 
g,(2)= DO) tu— 2p, —— 
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und sodann 
$,(h) = $(0) tm—mh u AD 
g, (^h) = dlo) + (n — ph — hh — 5)—n— 3, 


e(h) — e(o) + 51 (h—1)(h—2) + h(n —p)$(0) + SAR — 1) — p)', 


Ev) => nnt: Gu? + 120° + qu — 10)n° 


— (6p* + 185? — 4p? — 20p + 12)n + 3j? + Oui — Su” — 259^ + 3p — 2 |. 
So ist alles auf der rechten Seite der Gleichung (16) Stehende bekannt. 
Die Summirung von p — 1 bis a — » — ı giebt, mit Hülfe der Brm- 
NOULLI'schen Summenformeln, und wegen [r,, P"] — o 


[a,] e n(n — 1)(n + 1) 


6480 [5n* + 45n* + 170n* + 108»? + 1526n° 


+ 5472n + 3816|] 


esee iere C1) eoe t) 


Helle) 


* 


Dieses ist also die Zahl der Kegel n‘* Ordnung, welche durch = n(n +3)+3 


Puncte gehen; beispielsweise 120 für n — 3. 
Hieraus lässt sich noch herleiten die Zahl 7 derjenigen Scheitel, aus 


. 23 T . I 
welchen ein Büschel von Kegeln n“ Ordnung, die durch -(» + 3) — 
2 


gegebene Puncte des Raums gehen sollen, nicht bestimmt ist. Natürlich 
wird abgesehen von den auf den Verbindungsgeraden jener Puncte 
liegenden Kegelscheiteln. 


Der aut die. Puncte, Pis. B... % oua, bezügliche &Ort, dessen 
—n(n+3) 
2 


Ordnung 
= Fan — 1)(n — 2)(n* + on? + 29n + 33) 


. : ACT E. > 
in (10a) bestimmt wurde, geht mit -(n — ı)(n — 2) Zweigen durch jeden 
Ae 2 e 
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der Puncte P, und trifft, wie aus den Formeln von $ 1 leicht nach- 
zuweisen ist, jede Verbindungsgerade ausserdem an m — 3n + 2 Stellen, 


wo m = en (n + 1)(n + 2). Andererseits füllen die Scheitel von Kegeln, 


welche durch 
Bert 


nn +3)—1 


» Qu @ 


gehen, eine Fläche m‘* Ordnung aus, und die Vertheilung der Schnitt- 
puncte mit dem €-Orte zeigt, dass 


Pres a DR | m -— JE — 2) 


So Jp >| (m — 3n + 2)—y 


2 2 


Punete des letzteren Ortes existiren, aus welchen ein Kegel 5'* Ordnung 
über 


po ep 


Inns) 


» On % 


construirbar ist. — Um zu einem zweiten Ausdruck für 9 zu gelangen, 
betrachten wir die Schnittpuncte der in Bezug auf die letztgenannten Punete 
definirten Raumeurve [x,] mit dem Scheitelorte von Kegeln, die durch 


Pose > Qs 


Zn +3) 
gehen. In jeder der Verbindungsgeraden, welche beiden Punctgruppen 
gemeinschaftlich sind, liegen m —n Schnittpuncte von Curve und Fläche; 
zu den übrigen gehören noch die 2 Puncte, weil ja die Fläche den £-Ort 
ganz enthält. Hiernach wird 


a [æ,) E er: 3) p 3) ws | (m 7 n) xe ee (a,], 





und da [z,] schon bekannt ist, lässt sich 2, also auch y bestimmen. Die 
Ausrechnung giebt 


_(n—1)n—2) 
7 6480 


4 


(5n + 60n* + 200n"— 492n* — 2545n°— 2196n* + 14832n — 6480). . 


Freiburg, im October 1883. 
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SUR UNE CLASSE D'INTÉGRALES DOUBLES 


PAR 


E. GOURSAT 


a TOULOUSE. 


Le present mémoire n’est qu’une suite d’un travail publié anterieure- 
ment dans le méme recueil,( ou jindiquais une methode générale pour 
l'étude des coupures des intégrales définies. Je m'occupe plus spéciale- 
ment des intégrales doubles qui ont été signalées par M. Hermire à la 
fin de sa lettre à M. Mrrrac-Lerrier (Journal de Boncuanpr, tome 91). 

1. L'artifice que j'emploie étant tout-à-fait général, je commencerai 
par le rappeler en quelques mots. Soit en premier lieu f(x, w) une 
fonction uniforme ou multiforme des deux variables indépendantes x et 

I 
u, te e lorsqu’on att é aleur particulière x, , les valeurs 
u, telle que lorsqu attribue a x une val ticul iod l 
de 4 qui sont des valeurs singulières pour f(x,, w) ne forment ni des 
o ] 1? 
lignes ni des surfaces, ces valeurs pouvant d’ailleurs étre en nombre fini 
ou infini. Appelons ®(») l'intégrale 


f fe. u) du, 


prise suivant la ligne droite qui joint les deux points #,, w,. Ayant 
adopté pour f(x, v, une quelconque de ses déterminations, l'intégrale 
précédente représente une fonction qui peut être uniforme ou multiforme, 
"mais qui conserve un sens bien déterminé tant que le chemin décrit par 





(*) Voir Acta Mathematiea, T. 2, p. 1—70. 


Acta mathematica. 5. Imprimé 15 Mars 1884. 13 
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la variable x ne rencontre pas certaines lignes qui sont des coupures pour 
cette intégrale. Pour savoir ce que devient cette fonction lorsque la 
variable vient à rencontrer une de ces lignes, je procède de la maniére 
suivante. Soit C une coupure et admettons que lorsque x vient coïncider 
avec un point & situé sur cette ligne, la fonction f(£, w) est discontinue 
pour un point 6 situé sur la ligne w,w, et reste finie pour toute autre 
valeur de w sur ce chemin 
(fig. 1); de sorte que æ allant 
de x, en z,, le point qui coin- 
cide avec 0 pour x = & va de 
7, en 7, en traversant la ligne 
u,u,. La méthode consiste 
5 uniquement à remplacer l'inté- 





u 
grale Jj f(x, u)du qui cesse d'avoir un sens par la méme intégrale prise 
u 


° 

sur le chemin infiniment voisin w,mu, qui est égale à la premiere et qui 
continue à avoir un sens. De sorte que lorsque x est venue en z,, la 
continuation analytique de ®(x) se trouve représentée par le méme sym- 
bole ou par la somme des deux intégrales 


f f(x, w)du + f fle, u) du. 


Upanaty 


Au lieu de supposer que la fonction f(x, #) n'admet que des points 
singuliers isolés, on peut se proposer de considérer le cas où cette fonc- 
tion admet elle-même des coupures ou méme des espaces lacunaires. 
Supposons, par exemple, que lorsqu'on attribue à x une valeur particulière 
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v,, f(r,, u) admette une ligne de discontinuité, ligne qui est elle-même 
variable avec x, de facon que lorsque x est compris dans une certaine 
portion du plan E, cette coupure a un ou plusieurs points communs 
avec la ligne droite uw,u,. 


Un 


L'intégrale $(z IE , u)du n'aura aucun sens pour toute valeur 


de x comprise dans cette portion du plan (fig. 2). 

Admettons, pour fixer les idées, que lorsque x traverse l'espace E 
suivant-la ligne z,z,, la coupure variable /' traverse la ligne 4,w, sans 
qu'aucun de ses points vienne coincider avec une des extrémités w,, U, 
et passe de la position primitive v,v, à la nouvelle position v;vj. On 
peut, par l'application répétée du théorème de Cavcuv, supposer que le 
chemin d'intégration se déforme d'une maniére continue, de facon que la 
coupure ne l’atteigne jamais; et, lorsque x sera venue en x, la continua- 
tion analytique de (x) sera représentée par la méme intégrale prise 
suivant le chemin w,mnu,. Si la fonction f(x, w) est uniforme à l'inté- 
rieur du contour formé par ce chemin et la ligne droite #,%,, on pourra 
remplacer cette intégrale par l'intégrale primitive @(x), augmentée de 
l'intégrale 


Sr, u) du 


prise dans le sens inverse le long d’un contour fermé environnant com- 
pletement la ligne vv}. 

2. Cette généralisation de la methode conduit bien aisement, comme 
on le verra plus loin, à des conséquences importantes relatives aux inté- 
grales doubles; mais avant d’aborder ce point, il est nécessaire d’étudier 
de plus près les propriétés des intégrales simples analogues à celles de 
M. HznwrrE. Soit f(x, u) une fonction jouissant des propriétés qui vien- 
nent d’être rappelées et 4,4, une coupure de l'intégrale 


ff, u) du 


prise suivant une ligne quelconque telle que u,w, (fig. 3). 


c 


— 


Je suppose que la coupure 4,4, ne se coupe pas elle-même, et ne 
rencontre aucune autre coupure relative à la même intégrale. Lorsque 
x vient coïncider avec un point de cette ligne, f(x, w) est discontinue 
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pour un seul point de la ligne w,u,. Soit v = d(x) la valeur de w qui 
est pour f(x, w) une valeur singulière; nous pourrons entourer la ligne 
2,2, d'un contour suffisamment voisin € pour que la fonction (x) soit 


SF TEN EB 
— \ y T EN 
6 "T Fiq.3 vt [a 
^ LU, 7^ 
ae / / # Qi 
"d d / e / 
2% j yf tog Y 
/ A / Ay y 
vA ” / "A VE 
/ A 2d. [ : 7 
E 7 Qc 
\ uo v d \ » 
NT 2 NI Er 


uniforme à l'intérieur de ce contour. Le point x décrivant la ligne 
2,2, © décrit la ligne w,4,. Inversement lorsque v décrit la ligne w,u,, 
il y a une seule valeur de x déduite de la relation 


qui soit située sur la ligne 4,4, puisque cette ligne ne rencontre aucune 
autre des coupures. Cela revient à supposer que la fonction = de v 
définie par l'équation v = &(x) est uniforme à l’intérieur d'un certain 
contour C, entourant w,4,. Les points des deux lignes u,u,, a,a, se 
correspondent donc un à un, et sont décrits simultanément dans le sens 
indiqué par les flèches. On comprendra suffisamment, sans qu'il soit 
besoin de le définir, ce que j'entendrai désormais par bord droit et bord 
gauche de la coupure 4,4. Je suppose encore que f(x, w) est uniforme 
pour les valeurs de x et de w comprises à l'intérieur des contours € et C, ; 
de sorte que le point v = (xr) est pour cette fonction un pôle ou un 
point singulier essentiel. J’appelle R(x) le résidu relatif à ce point sin- 
gulier; R(x) est comme (x) une fonction uniforme à l'intérieur de C. 
Ces hypotheses étant adoptées, lintégrale 


u 


P(x) = (fe, u) du " 


Mo 


représente une fonction uniforme de x à l'intérieur de C qui admet la 
ligne 4,4, comme coupure. On reconnait, d'après la méthode générale 
rappelée au début, que lorsque x traverse la coupure 4,4, la fonction 
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reste continue, et se trouve représentée aprés le passage par la méme 
intégrale définie augmentée de la quantité + 2izR(x), le signe + ou — 
devant étre pris suivant qu'on passe du bord gauche au bord droit ou 
inversement. De sorte qu'en deux points infiniment voisins d'un point & 
de la ligne a,a,, on a 


- (1) O(N) — D(N") = zizR(&), 


le point N étant pris sur le bord gauche. On voit en outre que la 
fonction (x) ne présente à l’intérieur du contour C que deux points 
véritablement singuliers «,, «,, et qu'elle peut être mise sous la forme 


OL 
R(x) L(—*) + P(«), 
P(x) étant une fonction uniforme dans la méme région du plan qui ne 
peut présenter de discontinuité qu'aux points a, et a,. 

3. Pour reconnaitre quelle est la forme de cette fonction P(x) 
dans le voisinage de ces points singuliers, je prends d’abord le cas où le 
point v= (xr) est un pole simple pour la fonction f(x, w). La différence 


: : R(x) 

f(s, à — AO 
u — (x) 

sera une fonction holomorphe à l'intérieur des contours C et C,, Q(x, u); 

et on aura 


u 
u 


ff, u)du = (24+ fee; u)du 


u 


= R(x) Liu, — g(x)} + | fete, uw) du — R(x) Liu, — (y. 


uo 


La seconde partie est continue dans le. voisinage du point = — 4,; de 
plus, comme d(x) devient égal à w, pour z — a, on a dans le voisinage 
de ce point 
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A, étant différent de zéro puisqu'on suppose que la coupure aa, est 
isolée ou qu'une seule valeur de x devient égale à a, pour u — w,. Ceci 


Age f(x) mm (x E a,)g,(x), 


d,(x) désignant une fonction holomorphe pour x = «,, et différente de 


peut s'écrire 


zéro pour cette valeur. La premiére partie est donc égale à 
Lgs (x): 
R(x) L(e — a) + B(x) 4f, (2) 


ce qui montre que la fonction P(x) est uniforme et continue dans le 
domaine du point a, et il en est évidemment de méme dans le domaine 
du point a,. 

Plus en UR supposons que le point v = d (x) soit pour f(x, w) 
un póle d'ordre », de telle sorte qu'en retranchant de cette fonction une 
expression de la Fico 








B, B, IB R(x) 
[u — gx) a [u — Ye) Qu MB m (o | ¥— 9D 


les B sont des fonctions uniformes de x, le résultat soit une fonction 
uniforme de x et de w. On a pour l'intégrale considérée la méme ex- 
pression que tout-à-l'heure sauf les termes 














am I DB, IB 
zm 2" vie dcr EE z à 
n— I fu, — 9(z)]" u, — P(x)? 
or dans le voisinage du point z — 4, on a en général 
I I k 
! im a Dax +), 
[u, — d (2)] ee 3) 
d,(x) étant une fonction holomorphe de « pour x = a,; de sorte que ce 
point a, sera en général pour l'intégrale un pôle d'ordre » — 1. On 


verrait de méme que si le point v = d(x) est pour f(x, w) un point 
singulier essentiel, il en est de méme des points a, et a, pour P(r). 
Ainsi, dans les intégrales de M. HxnwrTE 


AN ur "FG, aL) 
D(x) = jee TE 


G(a, 
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où F(x, u), G(x, u) sont des fonctions entières de x et de w, les points 
seront des points ordinaires pour P(x), tandis que dans les 


a et a, 


intégrales 


F(z, F(x, u) 
ne | nao whe 


Uo 


ces mémes points seront des pôles simples pour P(x). Cherchons le 


résidu relatif à ces pôles. On a 


I I 
-— — ge apie Q(x, u), 
G( I ) [u — (x JE 


Fe, u)—F(e, (x) +E (e, v) — Fe, d(2)) — Fr, a) + [u— PO] Oe, 9) 
étant des fonctions holomorphes de x et de w et en supposant 


Q et Q, 
9G e ; 
que dans s, 9n ait remplacé « par f(a). On aura alors 


F(r,w) _ Fe, (2) Se EE) Le + Q,(x, u) 





zi ES wu — (x) 


G^(z, u) (u — d(z)]* s 


Q,(r, u) étant également une fonction holomorphe de x et de w; par 


suite, dans le voisinage de x = x,, on aura 





pond ces) + R(zx)L(x —a,) + P,(x — a) 


\ 2 


Iu — (a) 


,) étant continue dans le domaine du point a. 


®,(x) mun 


P,(x — a Mais dans ce 


méme domaine on a 


Ug sone Qu Me 


2G dé CIC 


SFr , 


Qu dx oz 
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par suite 
2G 
I (>> I x ou 
run r ) —— U, SL | d a 2G 
BE ENT: ae ROSE 


et le résidu relatif au pôle a, sera évidemment 
— F(a, , u,) 
aG 9 
Qu 02 





Y 


9G 9G ak 
en supposant que dans = et zr. ae fasse - — a,, w — w,. Le résidu 
U a 
relatif au pôle 4, aurait pour expression 


F'(a,,. 24) |] d 


4. Comme application, soit f(x) une fonction uniforme et continue 


. 


le long d'un are de courbe C; l'intégrale 


dx) = quee 


"u—cz 
c 

prise le long de C, définit une fonction de x holomorphe dans toute 
l'étendue du plan, sauf sur cette courbe qu'elle admet comme coupure, 
la différence des valeurs de ®(x) en deux points infiniment voisins d'un 
point € de part et d'autre de cette ligne étant précisément égale à 
2iz.f(€). En ajoutant plusieurs intégrales de cette nature, on parvient 
à l'expression, sous forme d'intégrale définie, d'une fonction holomorphe 
dans toute l'étendue du plan, sauf le long de certains ares de courbe 
Ci, C, .. ., C,, la différence des valeurs en deux points infiniment voisins 
d'une coupure étant égale à f(x) pour ©, à f(x) pour C,,..., f.(x) 
pour C,, fj, f;,...,f, désignant des fonctions tout-a-fait arbitraires. Dans 
le cas ou la ligne d'intégration se compose d'un are de cercle, on re- 
tombe sur des intégrales qui se sont présentées à un autre point de vue 
dans le beau mémoire de M. Appetit Sur le développement d'une fonction 
holomorphe dans une aire limitée par des arcs de cercle (Acta Mathe- 
matica, T. r, p. 147): 
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:5. Je considere encore l'intégrale double suivante sur laquelle 
M. Hermire a appelé mon attention: 


u à 


* (^ Fle, u, t)dudt 
( — SS LED 
D(x) Jal G(@, WG, 


ihre 


ou P(r, u, t, G(x, u), G(x, f) désignent, pour fixer les idées, des fonc- 
tions entieres des variables qui y figurent et ou les intégrations sont 
effectuées suivant des lignes droites. Cette intégrale admet deux sortes 
de coupures; elles s’obtiennent en prenant, d'une part, la série des valeurs 
de x que l'équation G(x, u) — o fait correspondre à la serie des valeurs 
de w croissant de w, à u 


, et, d'autre part, la serie des valeurs de x qui 


correspondent à la série des valeurs de / croissant de /, à f, d'aprés 
l'équation G,(r, f) = o. Soient C, les premières et C, les secondes, que 
nous supposons distinctes les unes des autres. Je considere par exemple 
une coupure C, et je prends sur cette coupure un point €, n'appartenant 
pas à une coupure C, et n'étant pas un point double pour la coupure 


C,; de telle sorte qu'une seule des valeurs de « déduite de l'équation 
Era) Oo 


soit située sur le chemin w,w#,; soit 0 le point qui figure cette valeur 
de «.  Posons 
h 
ar 
F(a, uw, t)dt 
Me, u) — | LE dA 
b (xb 


fo 


ll(r, u) est évidemment une fonction holomorphe de x et de w, tani que 
x reste compris dans les environs du point &. On peut alors répéter 
mot pour mot pour l'intéerale 

Li 2 


iet Sg "Ma, w)du 
P(x) =) Nr 


Uy 


le raisonnement qui a été fait pour les intégrales de M. HznwrrE, et on 


Acta mathematica. 5. Tmprimé 16 Avril 1884. 14 


106 | E. Goursat. 


en déduit que la différence ®(N) — O(N’) est égale à 2iz multiplié par 
le résidu de la fonction 

II(E, u) 

G(Z, u) 
relatif au pôle # — 6, N et N’ étant deux points infiniment voisins de €, 
N sur le bord gauche et N’ sur le bord droit de la coupure considérée. 
Ce residu a pour expression 


ME, 8). 
GE. D 
28 (55 ) 


on aura donc, en remplacant // par sa valeur, 


h 
a 


(2) e) + our) sid er un 
ag (FE, O-GLE, 0 


fo 
et on trouverait pour la différence des valeurs de @(x) en deux points 


infiniment voisins d'une coupure C, une expression analogue. 
6. Les intégrales doubles signalées par M. Hermire sont de la forme 


uy 4 
L 


pe m u, t) dt 
: | J Fe, u,b)? 
Uy to 


je considére, pour plus de généralité, les intégrales de la forme 


D(x) = [aw | FEU 
Ge, w, t) 


* ‘ 
Uo to 


où F(x, u, t), G(r, u, t) désignent des fonctions entières de a, w, t, où 
n est un nombre entier positif et où les intégrations sont effectuées 
suivant des lignes droites. Le symbole @(:) offre un sens bien déterminé, 
auf pour les valeurs de x que l'on obtient en faisant varier # de w, à 
u, et ¢ de /, à f, suivant des lignes droites dans. l'équation 


G(r, uit) — o. 
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L'ensemble de ces valeurs de x recouvre en général une certaine portion 
du plan que j'appelle E; de sorte que la définition de la fonction (x) 
par une intégrale double ne nous apprend rien sur le mode d’existence 
de cette fonction à l'intérieur de l'espace E. Il n'en résulte pas que 
cette portion du plan soit pour la fonction (xz) un espace lacunaire, au 
sens attribué à ce mot depuis les travaux de M. Wetersrrass et de ses 
disciples. Soit x, un point extérieur à E, mais trés-voisin de la limite; 


la fonction considérée étant holomorphe pour x = x,, il existe comme 


0 
on sait une série procédant suivant les puissances croissantes et positives 
de «—vz,, convergente a l’intérieur d'un cercle ayant pour centre le 
point x,, et dont la somme est égale a (x) pour tous les points du 
cercle extérieurs à l’espace E. Deux cas peuvent se présenter: ou bien 
ce cercle ne pénètre pas à l'intérieur de E, quel que soit le point x,, et 
alors E est bien véritablement un espace lacunaire; ou bien ce cercle 
pénètre à l'intérieur de E. Nous allons reconnaitre que c'est ce qui a 
lieu dans l'exemple considéré; de telle manière que la fonction qui 
coïncide avec (x) à lextérieur de E peut étre continuée analytiquement 
dans cette région. Nous verrons de plus qu'on peut atteindre ainsi tous 
les points de cette région, sauf un certain nombre de points isolés. 

Pour ‘plus de clarté, je me bornerai à l'étude d'un cas simple. Je 
suppose que, u et £ variant dans les limites indiquées, une des valeurs 
de x déduite de l'équation 


(3) G(z, w;1)-—o 


vienne coincider une fois et une seule fois avec chacun des points à 
l'intérieur d'une portion du plan simplement connexe, que je désignerai 
dorénavant par Æ; de telle sorte qu'en prenant un contour C, suffisam- 
ment rapproché de la limite de E, toutes les autres valeurs de x, déduites 
de l'équation (3), soient figurées par des points à l'extérieur de C. Le 
symbole (x) définit alors une fonction holomorphe de x entre la limite 
de E et le contour C. 

Cet espace E peut être envisagé comme une espèce de quadrilatere 
eurviligne Si, dans l'équation (3), on attribue à ¢ la valeur f, et qu'on 
à u,, la valeur correspondante de x, comprise à 


fasse varier u de u, 


l'intérieur de C, décrit un certain arc de courbe que je désignerai par 7,, 
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et jappellerai de méme 7, U,, U, les trois autres ares de courbe 
engendrés d’une facon analogue, en remarquant que deux arcs désignés 
par deux lettres différentes ont toujours une extrémité commune et que 
deux arcs désignés par la méme lettre n'ont aucun point commun. Ces 
arcs. forment. par conséquent les cótés d'un quadrilatére curviligne con- 
vexe. Plus généralement, soit # un point du segment de droite ¢,¢,, et 
appelons 7, l'are de courbe décrit par la variable x lorsque dans l'équa- 
tion G(x, u, 0) — o on fait varier w de a, à u,. Lorsque le point 6 
passe de la position ¢, à la position /,, cet are de courbe T, se déplace 
en se déformant d'une manière: continue de facon que deux ares diffé- 
rents ne se coupent jamais et que ses extrémités décrivent les cótés U,, U,. 
Il passé ainsi de la position primitive 7, -a la position 7, aprés avoir 
décrit une fois et une seule fois tout l'espace Æ. Tout pareillement on 
peut concevoir que l'arc de courbe U, passe d'une manière continue de 
la position primitive à la position U,. Ce double mode de génération 
se trouve mis en évidence par la figure suivante (fig. 4). 


Ls VW / Fr g 4 





Par chaque point m de E passe une seule courbe 7; et une seule 
courbe U,; à chaque point tel que m correspond ainsi un seul couple 
de points dont l'un est sur /,4, l'autre sur #,u,. Par exemple les 
sommets S,, S,, S,, S, du quadrilatère correspondent respectivement aux 
couples (u,, £), (u,, 4), (u,, 4), (u, t). Je suppose de plus, comme 
l'indique la figure, que lorsqu'on parcourt le contour de E en laissant cet 
espace à droite on rencontre les côtés successifs dans l'ordre 7, U,, T, U,. 

Entourons les lignes droites u,u,, {,t, de contours C,, C, suffisamment 
rapprochés pour que les conditions suivantes soient satisfaites. Quand on 
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fait varier u et ¢ a l'intérieur de ces contours, la valeur de x, déduite 
de l'équation (3), qui est égale à S, pour w = u,, t= t,, reste fonction 
holomorphe de w et de ¢. Tout pareillement, quand on fait varier x et 
w à l'intérieur des contours C et C,, la valeur de ¢ qui est égale à f, 
—, 
jappellerai y(x, u). Enfin, lorsque x et ¢ restent compris à.l'intérieur 





pour x uw — u, reste une fonction holomorphe de x et de x que 
des contours C et C,, la valeur de w qui est égale à 4, pour 2 — 5,; f — f, 
reste holomorphe; soit v = d(x, f) cette fonction. Les lignes 


m ‘yy T 
Mad minty Lo NDA TER Gn 


0 


sont décrites dans le sens indiqué par les flèches (fig. 4); sur chacune de 
ces lignes, il y a donc lieu de distinguer un bord droit et un bord gauche. 
7. Posons, pour abréger, 


4 
CE (a, u, t)dt 
Ka, M) =| Gee 


lo 


’ 


I(x, u) est une fonction des deux variables indépendantes x et # qui 
admet, quand on regarde comme constant, un certain nombre de 
coupures variables avec x; ce sont les lignes obtenues en faisant varier 
t de f, à. f, dans l'équation (3). Je considère seulement celle de ces 
coupures qui rencontre la ligne w,w, lorsque le point \w est situé dans 
lespace E. En appelant v, et v, les extrémités de cette coupure mobile 
I’, on aura, d'apres la notation adoptée, 


o, = P(x, t4), Br. bw, h). 


Lorsque x est à l'intérieur de C, mais à lextérieur de E, /' ne rencontre 
pas uw,u,, et rencontre cette droite en un seul point lorsque x est à l'in- 
térieur de E. De plus, d’après les hypothèses faites plus haut, cette ligne 
I’ ne peut avoir de point double, tant que x reste à l'intérieur de C; nous 
admettrons en outre qu'elle ne rencontre pas d'autre coupure. 

La fonction //(r, w) jouit évidemment des propriétés de la fonction 
étudiée au n? 2. La différence des valeurs de //(r, u) en deux points 
infiniment voisins de /' est égale à + zirk(x, u), R(x, u) étant le résidu de 


F(x, u, t) 


3 (v, u, t) 


110 E. Goursat. 


relatif au pole défini par l'équation G(x, u, f) — o quand on y considere 
t comme la variable indépendante. Quand on considère x comme constant, 
I(x, uw) peut, dans le voisinage du point v, être mis sous la forme 


lr, u) = R(r, u)L(u — e) + P(w), 


P(u) étant une fonction uniforme de # qui admet le point u = v, pour 


Y 


pole d'ordre » — 1. Appelons À(x) le résidu relatif à ce pôle et À, (x) le 
résidu relatif au pôle v,. Il est clair, d'aprés la définition méme de ces 
quantités, que //(x, u), A,(x), A(x) sont des fonctions uniformes à l'in- 
térieur des contours C et C. 

. 8. Voyons ce qui arrive lorsque x est sur le contour du quadrilatere 
E. Supposons x sur le côté 7,; à une valeur de x située sur ce côté 
correspond le couple de valeurs 


AS u=u,+ u — u), 


@ ayant une valeur réelle comprise entre zéro et l'unité; on voit donc 
que, pour une pareille valeur de x, l'extrémité v, de /' vient coincider 
avec un point de la droite w,4,. Lorsque x franchit 7, en passant du 
bord & 
d'aprés une propriété bien connue des fonctions analytiques dont je me 


auche au bord droit ou de l'extérieur à l’intérieur de E, on sait, 


suis servi plusieurs fois dans le cours de ce travail, que le point v, passe 
pareillement du bord gauche au bord droit de w,w,. Si le point x est 
situé sur le côté U,, à cette valeur de x correspond le couple de valeurs 


ISA t=t, + A(t, —t,); 


il en résulte d’après la définition de la coupure que le point w, est sur 
I’. On étudierait de méme les autres cas, et la discussion est résumée 
dans le tableau suivant: 


x traversant 7,,.... le point v, traverse uu,, 
eM AS. Tuy HEINE, EL ER oH : 
M HO ons Us ss os le point we araverse - M" y 
pec d ; Uu Aci AE LA ICE 


Nous pouvons maintenant nous faire une idee tres-nette de la façon dont 
LÀ 
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se déplace la coupure /'avec z; les figures suivantes montrent tous les 
cas qui peuvent se présenter. J'ai figuré d'une part le chemin décrit 
par la variable, d'autre part les chemins décrits par les extrémités v,, v,. 








9. Imaginons que le chemin décrit par la variable pénètre à l’in- 
térieur de E, et voyons ce que devient la fonction analytique qui est 
égale à (x) à l'extérieur de ce quadrilatère. On reconnait d'abord, en 
déformant infiniment peu les chemins d'intégration, ce qui entraine une 
déformation analogue des côtés T,, T,, U,, U, que la fonction ne cesse 
pas d'exister. Mais, pour étudier les modifications qu'elle subit, il est 
nécessaire de distinguer plusieurs cas. Je suppose d'abord que la variable 
décrive un chemin pénétrant dans le quadrilatere E par un certain côté, 
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par exemple 7, et ressortant par le même côté. La figure suivante 


montre le déplacement correspondant de /. 


f Fig.8 








Avant que la coupure mobile atteigne la droite u,u,, on peut remplacer 


l'intégrale 


uy 


y. Il(v, u)du 


us 


par la méme intégrale prise suivant le chemin «,mx,, qui n'est pas atteint 
par cette coupure. Lorsque le point x sera venu en x, et la coupure 
l'en 7°, Vintégrale eurviligne (w,mw,) n'aura pas cessé d'avoir un sens 
et l'application du théorème de Caucny montre que cette intégrale est 
encore égale à l'intégrale rectiligne (u,w,); de sorte que la fonction est 
encore égale à ®(x) aux environs du point r,. Le méme mode de raison- 
nement s'applique au côté 7,, et par raison de symétrie il en est évidem- 
ment de méme des côtés U,, U,; 
directement en renversant l'ordre des intégrations. Il résulte de l'étude 
qui vient d'étre faite que les seuls chemins fermés qui puissent ne pas 
ramener (zx) à sa valeur initiale sont ceux qui traversent deux côtés 
différents du quadrilatere; ce qui revient à dire que les seuls points 
singuliers de cette fonction à l'intérieur de C sont les quatre sommets 
$i Sl Bh ie 

10.. Il suffit évidemment de savoir ce qui arrive lorsque la variable 
traverse deux côtés consécutifs; je prends par exemple les côtés 7, U,; 
la figure suivante montre le déplacement correspondant de /* 

Avant que la coupure /' n'ait atteint la ligne u,w,, remplacons 
l'intégrale rectiligne (w,»,) par l'intégrale curviligne (w,mmw,), qui est 


ce qu'on pourrait d'ailleurs démontrer 
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égale à la précédente et qui ne cesse pas d'avoir un sens. Considérons 
la position 7, occupée par /' un peu avant que x n'ait atteint le côté 


Fi q: 9 








U,; l', coupe ww, en un point e infiniment rapproché de w,. Soit e’ 
un nouveau point de cette ligne infiniment voisin de e. On peut encore 
remplacer (w,mnu,) par la somme des deux intégrales (w,pe’) + (equ,), 
dont la première peut être réduite à l'intégrale rectiligne (we). Le 
chemin e'gw, peut à son tour être réduit a deux lignes infiniment rap- 
prochées de la coupure /, et à un cercle de rayon infiniment petit p 
décrit autour du point vj. Or, le long de la coupure 7', //(x, «) prend de 
part et d'autre de cette ligne des valeurs dont la différence est 2izR(r, u); 


on aura donc 


Sn; u)du = 2iz f R(x, u) du + fille, u)du. 
eu (p 


Ce'qus) ) 


Dans le voisinage du point v, on sait que //(x, w) est de la forme 
Rx, u)L(u — v,) + Plu); 
l'intégrale ; 
Dp P(u) du 
(p) 
est égale, d'après les notations adoptées, à 2i7À,(x). Quant à l'intégrale 
f Rv, u) L(u — v,)du, 


(0) 
Acta mathematica. 5. Imprimé 16 Avril 1884, 15 


114 E. Goursat. 


R(x, u) étant holomorphe pour w= v,, on vérifie facilement qu'elle est 
infiniment petite avec o. Soit en effet f(w) une fonction holomorphe de 
4 dans le domaine d'un point a 


+» 
f (wu) =. A,(u — a); 
posons 
= (reo = ran 
Ba DA, > F (u) DA 


v=0 v=0 


Dans le domaine du point 4, on aura 
ff (un) Leu — a)du = F(u)L(u— a) — F,(u) + C, 


et cette intégrale, prise le long d'un cercle de rayon p, à partir d'un 
point à sera égale a 


[F(u) L(u — a) 


a) 


où à 2izF(a); ce résultat est, comme on voit, infiniment petit avec p. 
On a donc, en supposant o infiniment petit, c'est-à-dire e” = vj’, 


file, u) du = zin| fA, u)du + A (æ) | 
(e'quj) e' 


La coupure continuant à se déplacer de /, en /;, la quantité con- 
tenue dans le second membre de l'égalité précédente conserve un sens, 
et quand x sera venu en x, la continuation analytique de ®(x) sera 
représentée par 


(u,e’) + ziz| (Re, u)du + A (x) |, 


où l'on doit maintenant faire #, — e' infiniment petit; ce qui conduit à 
remplacer (x) par 


O(a) + inf R(a, u)du + 2izA, (x). 


Les autres cas s'étudient de la même manière et conduisent à des résultats 
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analogues. En résumé, la variable franchissant l'espace E, la fonction égale 
à @(x) au point de départ est égale au point d'arrivée à O(c) + 2ize(r), 
e(x) ayant lune des valeurs suivantes, d'apres le chemin décrit par la 


variable: 


x franchissant les côtés 7, U,, on a ç,(x) B, u)du + Àj (2), 


T 
Mo Eh scudo. Up. ir. eum) — f Re, u)du + A, (x), 
Bgpot. See e Dy US... qux) — (R(x, u)du — A, (x), 
= ope RAT s ian UTE is EU) = [Rt u)du — 2, (x). 


Comme conséquences, on déduit de là que si on fait franchir à la variable 
x les deux côtés U,, U, successivement, ®(x) se trouvera augmentée de 


2ir[e,(x) + ç.(x)] = 2iz| R(x, u)du. Si la variable franchit les côtés 


T,, T, successivement, ®(x) sera augmentée de 
ziz[g (m) + ¢,(x)] = ziz[ f Riv, udu + A(x) + À (x)]: 


Ce dernier résultat est aisé a vérifier di- V, 
rectement; on a vu plus haut que la r \ 
coupure mobile va de 7° en /\ (fig. 10), V 
et l'intégrale rectiligne (u,w,) est remplacée AE à 
par l'intégrale (uw,mw,) qui est égale à \ \ 
l'intégrale rectiligne ou (x), augmentée 
de l'intégrale 





JL Il(v, u)du, 


prise le long d'un contour C environnant 
la coupure 7° dans le sens direct. Ce dernier 
contour peut étre réduit à deux circon- M D 





férences de rayons infiniment petits ayant m 
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pour centres les points vj, v, et à deux lignes infiniment rapprochées de 

la coupure. On trouve comme tout-a-l’heure que la partie de l'intégrale 

relative aux petites circonférences est égale à 2iz|4,(x) + A,(x)|, et que 
d 


la partie provenant des autres lignes est 2iz/ R(x, w)du. 


11. Soit 2 = 1; on a alors 
Ela, us) 
BG, wu) — Tg 
ot 


en supposant qu'on ait remplacé ¢ par sa valeur tirée de l'équation 
G(x, u, t) — o. Les résidus 2,(x), A,(x) sont nuls et les valeurs de w(x) 
se simplifient. Si la variable franchit les côtés U,, U,, ®(x) se trouve 
augmentée de 


uy 
» 


: RE) 
21T St rs ue 
j 2G du. 


NAT 


et si z franchit les côtés T,, T,, O(x) se trouve augmentée de 


vo 


. Ei (a, in. :b) 
2170 eS LEE het ec 
2G du. 
: ot 


Ici une vérification s'offre d’elle-méme. Supposons en effet qu'on ait 
effectué les intégrations dans l'ordre inverse; on aurait trouvé pour 
accroissement de @(x) lorsque x franchit les côtés 7, T, 

h 


Fix, u, t)dt 


2iT ; 
aG 
hr ou 
On doit done avoir 
ty La 
F(a, u, t)dt 9H F(a, u, t)du, 
2G jo 9G ? 


to ou v, ot 
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c'est en effet ce qui a lieu; car si dans la premiere intégrale on fait le 
changement de variable 

t ly (a, u); 
on retrouve identiquement la seconde. Ceci résulte de ce qu’aux limites 
t,, t, pour ¢ correspondent pour w les limites v,, v, et de l'identité 


aG 
du + a "uo 


2G 
ou 
12. Comme application, je considère l'intégrale double 
1 1 
L 
dt 
d(x) = | du | —————_ > 
b) t+iu—x 
0 0 
qui rentre bien dans le cas de » = 1. Le quadri- 
latere E se compose ici d'un carré ayant pour 
sommets les points d'affixes o, 1, i, 1 + i, (fig. 11). 
Les diverses quantités qui figurent dans les formules 
ont respectivement les valeurs: 


B(x, u) Ll A (x) — À, (x) =O, 





u, =— Wu, y, = — ix +1; 
par suite les c auront les valeurs suivantes: 


—ir 


e,c)-— f du 40; ex) = fide = — i(r— i), 


—1z 





1 —irti 
¢,(2) = f du =i(r—1—i), g,(x) = f du = —i(r— 1). 
—irti 0 al s 
La vérification est immédiate, car.un calcul élémentaire donne 
d(z)—i((r—1—i) L(x —1— i) +- eL (x) — (r—1) La —1)—(r —i) L(r—i). 
13. Dans le cas de n = 2, les résidus À,(x), A,(z) ne seront plus 


nuls en général et on trouve pour leurs expressions (voir n^ 2) 


: F(z, u, t) 
A aad. ? 
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où on a remplacé ¢ par f, et w par v,, et pour À,(r) une expression 
analogue. Soit, par exemple, 


3 1 
(o) = [au a 
0 0 
le quadrilatere E est le méme que tout-a-lheure. On a ici 
R(z,w) — 0, A(z)=—=—1t, A(z)-—14, 9,— - u, = —w tr 
et par suite: 


(x) =¢,(%)=1,  gi(x) = ¢,(%) = — i. 
Les résultats sont encore faciles à vérifier, car on trouve 
247 | sea 
RSS lee De — 5 | 


Remarque. Chacune des fonctions @,(x), e,(r), ¢,(x), ¢,(x) étant 
holomorphe à l’intérieur de C, la différence | 


0(2) — X g(x) Le — S) 


sera, d'aprés ce qui précède, une fonction uniforme "'(r) à l'intérieur 
du méme contour, qui ne peut présenter de discontinuité qu'aux points 
S, S, S, S, Par une méthode analogue à celle qui a été employée 
au n° 3, on reconnait que chacun de ces points est un pôle d'ordre n — 2 
pour (x); dans les deux cas particuliers de » — 1 et de n = 2, ces 
points sont des points ordinaires: ce qui est bien d'accord avec les ré- 
sultats précédents. 

14. Soit f(t) une fonction rationnelle de ¢ dont les coefficients ne 
contiennent ni 4 ni x et qui n'admet, pour fixer les idées, que des pôles 
simples: 

R, 





TE? 


Considérons l'intégrale double 


O(a) = fau ff (u + t— nat, 
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ou les intégrations sont effectuées pour # le long de laxe réel, et pour f 
le long d'une ligne droite joignant l'origine au point d'affixe / — a + fii. 
Soit p — a J- ib un pôle de f(t); l'intégrale double précédente n'aura aucun 
sens pour toutes les valeurs de x à l'intérieur de la bande indéfinie com- 
prise entre deux parallèles à l'axe réel menées par les points d'affixes 
p et p+l. Soient 


p-—2a4,-i, p, = 4, + ib, ..., p, — G+ ib, 


les pôles de f(t), rangés par ordre des coefficients de i croissants, et 
supposons que la différence 6,,,— D, soit toujours supérieure à A. A 
chacun de ces póles correspondra une bande et deux bandes consécutives 
n'empiéteront jamais l'une sur l'autre. Le plan se trouve ainsi divisé en 
n + 1 parties non connexes entre elles. Ou reconnait d'abord que ®(x) 
est constant dans chacune de ces parties; si on l'écrit en effet 


Hn 


D(a) = fat f fu +t—x«)du, 


on aura 


1 


+o 
Xa) = — fat f f'(u + t — x)du; 


oo 


f(co) étant nul, comme il est nécessaire de le supposer, on voit que 
l'intégrale 
* 5 . 

+» 


il f'(u +t — x)du 


— 


est nulle pour toute valeur de x et de ¢ et par suite on a ®'(x) — o. 
Mais cette constante sera variable d’un intervalle à une autre. En pre- 
mier lieu, pour savoir sa valeur lorsque x est dans la partie au-dessous 
de la première bande ou au-dessus de la dernière, on peut faire x = co; 
ce qui donne ®(x) =o. Pour calculer l'accroissement de ®(x) lorsque 
la variable traverse la bande correspondant au pôle p, en passant de 
l'intervalle situé au-dessous à l'intervalle situé au-dessus, on peut, soit 
considérer ce cas comme limite du cas général, soit faire le raisonnement 
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directement, et on trouve pour valeur de ‘cet accroissement 207 fh du. 


Ici v, = x, v, = x, et par suite 

[R.du = — IR. 
ll en résulte que dans le premier intervalle on aura @(x) = — 2irlR,, 
dans le second ®(x) = — 2izl(R, + R,),... et enfin au dessus de hs 
derniere coupure (xr) = — MR, +R, +...+2R,) Comme on doit 


avoir dans cette partie du plan (x) — o, on retrouve la condition 


connue 


R +i Rot ers HI Reo 


En remplaçant les constantes A par des fonctions de x on parvient à 
l'expression, sous forme d'intégrale double, d'une fonction qui coïncide 
avec » — 1 fonctions données tout-a-fait arbitraires à l'intérieur den — 1 
intervalles séparés par des bandes de largeur finie, et non par de simples 
coupures. (Voir HERMITE, Sur quelques points de la théorie. des fonctions. 
Journal de Boncnanpr, T. 91, p. 69.) 

Des faits analogues ont lieu apparemment pour des intégrales dé- 
finies multiples à un nombre quelconque de variables. Le quadrilatére 
E sera remplacé, autant que j'ai pu le voir, par un polygone d'un 
nombre 2" de côtés pour les intégrales multiples d'ordre #. 

Les principaux résultats contenus dans ce travail ont paru dans une 
note, présentée à lenis des Sciences le 30 Avril 1883. 


Toulouse, Garobes 1883. 


SUR LES FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES INDEFINIES 
A INDETERMINEES CONJUGUEES 


ET SUR LES FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES CORRESPONDANTES. 


PAR 


EMILE PICARD 


a PARIS. 


Dans le tome 1* de ce recueil, j'ai rapidement montré comment les 
formes quadratiques ternaires indéfinies à indéterminées conjuguées et a 
coefficients entiers pouvaient conduire a une classe étendue de groupes 
discontinus de substitutions linéaires pour le. cas de deux variables; j'ai 
fait voir en outre que l’on pouvait former des fonctions de deux variables 
indépendantes qui ne changent pas quand on effectue sur les variables 
une substitution quelconque du groupe. Je donnerai dorénavant à de 
telles fonctions le nom de fonctions hyperfuchsiennes, indiquant ainsi l'ana- 
logie qui existe entre ces fonctions de deux variables indépendantes et les 
fonctions d'une variable qui ont été appelées fuchsiennes par M. Porncare. 

L'objet de ce mémoire est l'étude des principales propriétés des fonc- 
tions et des groupes hyperfuchsiens, dont l'existence seule a été établie 
dans le travail que je viens de rappeler. Je ne considère que ie cas où 
la forme quadratique ternaire indéfinie a pour coefficients des nombres 
entiers complexes de la forme a + bi, mais on verrait facilement que des 
considérations analogues pourraient être appliquées si les coefficients 
étaient des entiers formés avee les racines d'une équation du second degré 
à racines imaginaires. 
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J'ai dü commencer par faire l'étude arithmétique des formes qua- 
dratiques ternaires indéfinies à indéterminées conjuguées, et à ce point de 
vue ce travail est la suite de celui que j'ai publié dans les Annales 
de l'Ecole Normale (Janvier et Février 1884) et où j'ai développé la 
théorie des formes binaires. Le premier chapitre a pour objet cette étude 
arithmétique, dans le second et le troisième je m’occupe particulierement 
du groupe hyperfuchsien que je fais correspondre à toute forme indefinie, 
et enfin le quatrième chapitre est consacré à lexamen des propriétés les 
plus importantes et les plus simples des fonctions hyperfuchsiennes. 





T. 


1. Considérons la forme quadratique ternaire à indéterminées 


gel x, y et y,, 2 et z, 


(1) F = acr, + ayy, + «22, + bye, + b,y,2 + bem, + 552,% 
+ Lay, + bay 


où a, a’ et a" sont réels, les coefficients D et b,, D et bi, b" et b; sont 
des quantités imaginaires conjuguées, forme que nous désignerons par 
(a, a’, a", b, V, D"). On établit bien facilement que, si le discriminant 
de cette forme, c'est à dire la quantité réelle 

DD ER! 


0 





n'est pas nul, on peut la mettre sous l'une des formes suivantes 


+ (uu, + vv, + ww,) 


( Mte ars 
+ (uu, + vv, — ww,) 
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ou u,v, w sont des expressions linéaires en x, y, z et indépendantes. Soit 
u= ax + fy + yz 
v= an+ Py +2 
w= ale Sie aie 


Dans les deux premiers cas, la forme ayant un signe invariable est 
dite définie; dans les deux autres cas la forme est indéfinie. 

Les résultats précédents donnent tout ce qui concerne l'équivalence 
algébrique des formes P; nous supposerons dans la suite que la forme F 
est indéfinie et à coefficients entiers, et qu'elle appartient au type 


uu, + vv, — ww, 


c'est à dire qu'on peut la ramener à cette forme par une substitution linéaire. 
2. Commençons par résondre le probléme suivant: Trouver la trans- 
formation linéaire la plus générale transformant en elle-méme 


AURONT OUR PR 
Soit donc 
U — Mu + P» + Hw 


(1) V — Mut Po + Rw 
W = M'u + P’v + Rw 
une substitution telle que 
UU, + VV, — WW, = uu, + vo, — ww,. 
On aura les relations 
MM, + MM, — M"M, = 1 
IPPASDIEp' pos pepe 
| ROGER RES R^BrUu a 
MP, + M:P; — M"P” =o 
MR, + M'R — M "Ry = 
PR, + PR,— P"R'/ — o. 


| 
Oo 
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Comme d'autre part les équations (1) résolues par rapport à w, v et w 
donnent 
u— MU+MV/—-MW 
=) UPCU.- PO DW 
w= — R,U— RV +.B, W, 
ces six équations sont équivalentes à celles-ci: 
MM, + PP, — RR, =: 
MM, + PP, — RR, — 1 
M'M, + PP —RR, = — 1 
MM’ + P,P' — R,E' =o 
M,M" + P,P’ — RR’ =o 
MM" + P,P’ — RR" — o. 


On tire de la quatrieme et de la cinquieme de ces équations 


M P R, 


0 


PR PR Pee Sepe app. 








Désignons par k la valeur commune de ces rapports: en portant les 
valeurs de M,, P,, R, dans la premiere équation, on aura 


1 = kk (WM + PE; — &'R)(R"R! — MM" — PP”) 
— (MzM" + PP’ — RR)MM 4E PUBL RR 


et par conséquent kk, = 1. 
Le systéme des six équations peut donc se remplacer par le suivant 


M, —k(P"R — PR"), P, — k(MR" — M"R), R= k(WP" — M"P) 
JEN, X Y&p mice 
Me Pp SRR NU, 


MM" + BP'— RR" — o. 
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3. Ceci posé, revenons à la forme indéfinie F à coefficients entiers, 
forme qui peut s'écrire 


F = uu, + vv, — ww, 


ou 4, v et w ont les significations indiquées ( 1), les a, f, 7 n'étant 
pas nécessairement des entiers En même temps que la forme indefinie 
. proposée, j'envisage la forme définie 


® — UU, + VV, + WW, 


ou U, V, W sont les expressions linéaires en #, v, w définies dans le 
paragraphe précédent. On aura donc 


® = Norme (Mu + Pv + Rw) + Norme (Mu + Pv + R'w) 
+ Norme (M’u + P’v + Ew) 
et d’apres les relations auxquelles satisfont les M, P, R on peut écrire 
D = — (um, + vv, — ww,)(M' MY + P'PY— RR) 
+ 2(M’u + P"v + R'w)(M,u, + Bio, + Riw,) 


elle ne contient plus que les lettres M", P" et RE" d'ailleurs liées par 
la relation 


omms pepe Ry 


On doit concevoir d'ailleurs que #, v et w sont remplacés par leur 
valeur en x, y et z; la forme ® est donc une forme quadratique ternaire 
définie aux indéterminées conjuguées x, y, 2, r,, y,, z,. Elle renferme 
trois parametres arbitraires M", P" et RH" liés par la relation écrite 
ci dessus. 

Je ferai immédiatement la remarque suivante: En effectuant dans ® 
une substitution S on obtiendra une nouvelle forme c; soit de méme f 
la transformée obtenue en faisant dans Æ la substitution S, on voit trés 
facilement que c peut se déduire de f d’après le mode méme de forma- 
tion de @ au moyen de F. 
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4. Il est nécessaire de rappeler maintenant les résultats relatifs a la 
réduction des formes définies. En nous bornant aux formes quadratiques 
ternaires, on peut énoncer la proposition suivante: Etant donnée une 
forme quadratique ternaire définie a coefficients quelconques, on pourra 
toujours par une substitution linéaire a coefficients entiers et de détermi- 
nant un, transformer la forme en une forme équivalente ayant pour 


expression : 
yt, Norme (x + ¢,,4¥ + 2,42) + y, Norme(y + ¢,,2) + zu, Normez 


ou Ly " 


fly je, Sont positifs avec les conditions 


I I 
Pa > fa ) Ps = 5 He: 


Dans chacune des quantités complexes ¢, la partie réelle et la partie 
imaginaire ne surpassent pas z en valeur absolue. 

On donne le nom de réduites aux formes jouissant de ces propriétés 
et on établit qu'une forme définie donnée n'est arithmétiquement équiva- 
lente qu'à un nombre limité de formes réduites. 

Le procédé de réduetion, conduisant au théoréme qui vient d'étre 
énoncé, est dà à MM. KonxixE et Zororarerr (Mathematische Annalen 
t. 6). Il s'étend d'ailleurs à un nombre quelconque de variables. On 
trouvera développée cette théorie de la réduction des formes quadratiques 
définies à indéterminées conjuguées dans le beau mémoire de M. Jorpan 
sur l'équivalenee des formes algébriques (Journal de l'Ecole Poly-: 
technique t. 29). A 

teprenons la forme définie ® du paragraphe précédent, elle ne sera 
pas réduite en générale; supposons que pour certaines valeurs des para- 
mètres on cherche une substitution à coefficients entiers qui la réduise; 
cette substitution réduira @ tant que les paramètres JM", P" et R" 
satisferont à certaines conditions. Si on suppose que ces parametres varient 
d'une maniére continue (en satisfaisant, bien entendu, à la relation in- 
diquée), il faudra à un certain moment employer une autre substitution 
pour réduire 4$, et c'est à ces opérations de réductions successives de la 
forme ® quand M", P" et R” varient d'une manière continue que nous 
donnons le nom de réduction continuelle de cette forme. 
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Nous dirons qu'une forme indéfinie F est réduite, quand la forme 
définie correspondante @ est elle-même réduite pour certaines valeurs des 
paramètres M", P" et R’. Le premier point à établir est que le nombre 
des formes réduites arithmétiquement équivalentes à une forme donnée est fimi. 

5. Cherchons quelles relations d'inégalités entre les coefficients en- 
traine la condition qu'une forme définie est réduite. Soit: 


Axx, + A’yy, + A"22, + Bye, + Bye + Bex, + Bar + Bay, + BY x,y 


en 


(0) 


une telle forme, supposée positive; les valeurs de y,, 1, p, et des 
fonction des A et B se trouvent immédiatement. On en déduit les condi- 
tions suivantes: dans D" et B’ la partie réelle et le coefficient de i sont 


. I . 
moindres en valeur absolue que — A; puis : 
; I 
AA BB} A; 


dans (AB — B/'B;) la partie réelle et le coefficient de 7 sont moindres 
I x nf 
en valeur absolue que —-(44' — B"B,) (cette dernière expression est 


nécessairement positive puisque la forme est définie). Enfin lon a 
(4A — B"B,) « 24^ 


en désignant par A le déterminant de la forme. : 

Ces diverses conditions d’inégalité expriment complétement que la 
forme est réduite. . On peut en déduire d'autres: cherchons en particulier 
quelques fonctions des coefficients limités en fonction de l’invariant A. 

On a, avec les notations du paragraphe 4, 


I 


Mah: dB 


I 
4 


et comme A = ,,,, on en déduit 


occ ORAT LUE In SB OS 4A, Hsti 2A. 


Puisque A= a, on voit que A est limité en fonction de A, et il en est 
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alors de méme de la partie réelle et de la partie imaginaire de B’ et 
B". Puisque 
Ay Ara aan) DAR 
on en conclut que AA’ est aussi limite; 
or AA’ = p,(p, Normee,, + 44); 


par suite zu, est également limité. On a de suite 


jr 


© 


Mi, < 2A”. 


On voit aussi que AA’A” est limité aussi que A*A” et il en est de méme 
de la partie réelle et de la partie imaginaire dans BB’, BB" et BBB". 
Je ferai encore la remarque que les produits 


(AA” — B'B;\AA' — B'B;) et (AA' — B"B,) (4 A" — BB,) 

sont limités et de même le produit 
(A4' — B"B;)(AA" — B'B;)(4'4" — BB,). 
Démontrons le fait pour ce dernier produit; il peut s'écrire 
4*4 A"? + BB,. B'B,. B’ BY — A’A' A" BB, — AA’ A" B"B, 
— AA"A"B'B, + AA'BB,P'B, + AA"BB,B"B, + A’A’B'B,B’ By. 
Tous les termes seront limités; prenons par exemple 
A?’A”BB, 
qui sera 
pi N es + fr) (ja N 8s + Ne + pts) N (sei F-15823); 

c'est un polygone en y, y, et y, contenant des termes qui sont tous 
limités. 

Nous signalerons encore les expressions 


ABB. SG. "pum 


et, je le repéte, toutes les expressions qui viennent d'étre indiquées sont 
limitées en fonction de linvariant A. 
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6. Revenons maintenant à la forme définie @ associée à la forme 
indefinie F (paragraphe 3). 
Nous avons 


D — — (uu, + vv, — ww,)(M’ + P'’PY — R'R/) 
+ 2(M"u + P"v + Rw) (Meu, + Po, + Byw,) 
et soit en développant 


D = Axx, + A'yy, + A"22, + Bye, + Boyz + Bex, + Biz, 4 
+ Bry, + Bix,y. 


Tout. d'abord les coefficients de wx,, yy, et zz, dans J" sont inférieurs en 
valeur absolue aux coefficients correspondants de #. Prenons par exemple 


a, on aura 


et on a 


A= aa, + a'a, — a", + 2 Norme (M’a + P"a' + Ra") 


et le fait apparait immédiatement si « est positif. Si a est négatif on 
remarquera que A peut s'écrire 


= — (aa, + aa, — a" a) + 2 Norme (Ma + Pa’ + Ra”) 
+ 2 Norme (Ma + Pa + Ra”) 
et par suite on peut écrire dans tous les cas 
ea) <4, |e’ |< AP qw rea" 


en entendant par |«| la valeur absolue de a. 

Or en désignant par — A le discriminant évidemment négatif de 7, 
le discriminant de @ sera A. 

Si la forme F est réduite, la forme ® sera réduite pour certaines 
valeurs de M”, P" et E". Les expressions A, AA’, A'A", AA’A” étant 
alors limitées en fonction de A, il en sera de méme de 


2 
Tope (Hae Lise EL AO. 
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Je dis encore que l'on a 
(aa^ — Vl) < AA’ — BeBe 
(1) (aa” — b'b,) < AA” — BB, 
(a'a" — bb) < A'A" — BB,. 


I] suffit évidemment de montrer qu'il en est ainsi pour les deux formes 


un, + vv, — ww, 
uu, + vv, + ww, , 
or on a, dans la premiere, 
y — b"b = (aa, + au, — a"ns)(BB; + PR — Pin) 
— Norme (afi + a'f" — a") 
et dans la seconde 
AA' "MES DER il (aa, =e aa, + an "n 0) (BB, aE PR + P'E 
— Norme (aff UA ag + a'g"). 
Or on peut écrire 
AA’ — B"B, = Norme (af, — a’f,) + Norme (aß — a") 
+ Norme (a"8, — af) 
tandis que 
, KIT MENT: Qt 19 TNT T , o! 
aa’ — bb, = Norme (af, — a',) — Norme (a'f, — a") 


— Norme (a"8, — af, 


et les inégalités annoncées deviennent évidentes. 
On en conclut que 


aa’ — bb, (aa — b" by )(aa" — bb), (aa — bb)? (aa — bb.) 


sont limités en fonction de A, puisque les combinaisons analogues ou les 
petites lettres sont remplacées par des grandes sont limitées, 
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Des inégalités (1) on déduit encore immédiatement que 


abb,, «bb, abhi et Norme 1" 


sont limités en fonction de A. 

Nous ajouterons enfin l'expression a*(aa” — /'b;) qui est limitée puis- 
que A'(AA" — D'D;) est limité. 

Nous nous proposons maintenant d'établir ce théorème fondamental 
que le nombre des réduites ayant un déterminant donné est limité. 

7. Nous allons d'abord donner la démonstration en supposant que 
a n'est pas nul. 5 

Les produits aa’ et a^«" étant comme nous l'avons vu limités a, a’ 
et a” seront limités en fonction de A. 

La norme de D sera aussi limitée puisque abb, l'est également. 

Il en est de méme de 0” et puisque nous avons montré que 


aa’ — lb; et a'(aa" — Ub; 
sont limités. 
Les six coefficients qui sont des entiers ont donc leur norme limitée 
en fonction du déterminant A, et le théorème est alors établi. 
Tout ceci suppose essentiellement que a n'est pas nul; la démonstra- 
tion est encore bien facile quand, « étant nul, le produit Ph" est différent 
de zéro, car 


alb,, a"; et bib" 


étant limités, on conclut de suite que a’, a", b, b’ et D" sont limités. 

Supposons maintenant que, a étant nul, l'un des coefficients b’ ou D" 
soit nul: soit par exemple /'— o avec a — o. 

Le déterminant de la forme se réduit à — a"D"b/; a" et b" sont 
donc limités et on voit que a” sera positif. Il faut montrer que a’ et b 
ne peuvent dépasser une certaine limite dépendant seulement de A. Nous 
remarquerons.d'abord que la limitation de 


(D bj? (a'a" rM bb, ) 


nous montre que aa’ — bb, est limite. 
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Soit 
F= ayy, + azz, + byz, + bz + Lay, + by xy 


et posons 9 = aa’ — bb, que, pour fixer les idées, nous supposerons 
positif: 2, comme nous venons de le dire, est limité. Nous pouvons écrire 


1 nm ” I N TY re ES UE) 1) 
a"F = (a2 + by) (a"2 + by) + s (0y + a^ bx) (dy, + a byv,) — a u, 





et la forme @ correspondant à la forme «"F, sera 


© — — a" (MM, + PP, — RR,)(a'22, + byz, + buy + a yy, + Ory, + yay) 





Ep + Rx + (Mb, + PGy + Ma”: | 
- VO 
4i ibe 
| 5 + R,)x, + (Mb P a + Mu" | 


en écrivant M, P, R au lieu de M", P", R" comme nous l'avions fait 
plus haut. On a d’ailleurs 


MM, + PP, — RR, = — 1. 
La forme @ est définie pour certaines valeurs de M, P et R. 
(PE RP, ER) de m 


tion de l'invariant aA de a’F; on a ainsi: 


Le coefficient = est limité en fonc- 





0 


"nolUps 
5 2 


20 9 (P + RP, + R)< 2a". 








EA 


Le coefficient de zz, dans F est @ Mw ‚P+ RH); sa norme doit 
vo 


être plus grande que la moitié du carré du coefficient de zx,. On a donc: 


“Ta MM, + R)(P, + R,) < 2 





ga’, (d +) (2 + Ry (A, + RB)" 


On deduit des inegalites precedentes que MM, est limite en fonc- 
tion de A. 
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Or dans @ le coefficient de zz, est 


a^ (MM, + RR, — PP,) 
ou bien 


a"* (2MM, + 1). 


Ce coefficient est donc limité. Mais le coefficient de zz, étant limité dans 
®, il doit en être de méme du coefficient de yy,; en effet si on désigne 


par A, A’ et A” les coefficients de xx,, yy, et zz 


, dans une forme définie 


réduite, on aura: 


ye oem 


comme il résulte immediatement des conditions de la réduction; si done 
A” est limité, comme A l'est toujours, il en sera de méme de 4’; nous 
concluons de là que «'a" est limité, par suite a’ est limité, il en est 
alors de méme de bb,; tous les coefficients sont donc encore limités. 

Il nous reste à examiner le cas où a = b” — o. On voit de suite 


que a’ et D sont limités, car le déterminant de la forme, qui est supposé 


différent de zéro, est égal à — ab. Nous avons à montrer que les 
deux autres coefficients a’ et » sont limités. " 
Soit 


F = au, + «zz, + byz, + bz daz + bru 
on aura 
D = F + 2Norme[(Ma + Pa + Ra’)e + (M8 + PF + RF’)y 
+ (My + Py + By"). 


Les équations de condition pour la réduction de la forme 4 donnent 


Norme (Mf + Pg + Rf’) < = Norme (Ma + Pa’ + Ra”) 


et dans 


n (1 , Mà +, Lil UY 
ge x ^ Ma + Pa + Ru, 
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la partie réelle et le coefficient de ; sont moindres que = en valeur 
absolue; des deux conditions précédentes on conclut que J est limité. 

Il reste seulement à faire voir que a” est limité; nous allons faire 
voir que à = a'a" — bb, est limité. On va supposer dans ce calcul a’ et 
à positifs mais un calcul analogue peut être fait dans tous les eas. 

Eerivons 


a'b'e + 02 





a'F = Norme (a'y + b,:) + Norme (* 3 ) — Norme zs 

la forme @ adjointe à a'F sera 

D = (^y, + aa"zz, + abyz, + abu z + aVrz, + air (RR, — M M,— PP,) 
+ 2 Norme [55 (P+ Re + May + (Mb, + PA a): | ! 


Le coefficient de ry, est 





et celui de. rx, 








„PA RP, PR). 
À M, 5 : : 2 
Done dans as le coefficient de i et la partie réelle sont 
MR 1 bb 
moindres en valeur absolue que ———. 
= \9 
Le coefficient de rz, est 
«V(RR, — MM, — PP.) $22" SU (bL. RM, + Pa) 
m 
ou 
a V[RR, + PP, — MM, + 2RP, + 2 M(P +R) 
yo = 


et dans cette expression le coefficient de i ct la partie reelle sont 
moindres que 


a I I f + I, ). 
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Dans le quotient de ces deux quantités, la partie réelle est donc 
comprise entre — 1 et + 1. Or ce quotient peut s'écrire: 


2h 
(P + R)(P, + E) + Pk — E,P — MM, + —M,(P FR) 














\ 0 
ab, ne 1 
SP + RP, + R,) 
et en posant ———— — 4, on aura done 
E PCR SALUE : 
2b. 2b. . a D. = 
AE aay SA«-—— wu. 
yo . VO 0 
On a de plus 
a I p. 
^^, <= ES 5 


On voit bien facilement que ces deux inégalités relatives à A ne 


peuvent être vérifiées simultanément que si 4 est limité en fonction de 
b, Let a’, et par suite de A. 


Le point À doit en effet être intérieur 
au cercle 








rb, 
TTC UT. 
et extérieur au cercle 
TOR CANIS NE LI ENDE 
‘0 RUE Fe D) eo ^ 
vo VO 0 


Or ces deux cercles étant symétriques par rapport à l'axe réel, il faut et 
il suffit qu'une des racines de l'équation: 


ue FEU, 


^ 
2:0 





soit en dehors des racines de l'équation: 





b +h, El wy Sus nh 1187 
vo D 
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t 2 1 b. A > : 
Soit À — eV - = ou 2—= + 1, cette racine; le résultat de la substitu- 
? 





tion de cette ics dans le premier membre de la seconde équation 


devra être positif; on aura alors 





bb ‚vv, bi; 


2 Ld 52 
2:50 2 











+ 5,)5 nr 0; 


d'où lon déduit que 2 est limité. 

En résumé nous pouvons énoncer le théorème suivant qui est 
fondamental. 

Le nombre des réduites arithmétiquement équivalentes à une forme in- 
définie, dont le déterminant west pas nul, est fini. 





LE 


8. Commençons par faire un changement dans les paramètres; cette 
substitution se fera bien simplement en remarquant que la forme @ est 
homogène en M, P, R.  Posons alors 


Mo P 
= t 


Nous considererons dorénavant la forme 4 
— — (uu, + ve, — wie, )(E&, + 77, — 1) + 2 Norme (uf + vy + w) 


et puisque on avait MM, + PP, — RR, = — 1, on voit que les 
paramètres £, 7 devront satisfaire à la condition 


En im 
So + Po < I: 


Nous appellerons souvent dans la suite un système de valeurs (£, 7), le point 
PI fy 


2, x). L'ensemble des points (£, 7) satisfaisant à une ou plusieurs condi- 
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tions d'inégalité formera ce que nous appellerons un domaine de points. 
Ainsi, par exemple, l'ensemble des points &, y pour lesquels 


$e + ym < 1 


formera un domaine que nous désignerons par S, et nous désignerons par 
limite ou surface du domaine S, l'ensemble des points tels que 


ae 
= 


tm = I: 


Certaines inégalités entre € et 7 exprimeront que la forme @ est réduite, 
et si ces inégalités sont compatibles, elles definiront pour le point (£, 7) 
un certain domaine D qui correspondra a la reduite indéfinie 


F = ut, + vv, — ww,. 


Nous n’avons d’ailleurs à considérer que les parties du domaine D in- 
terieures a S. 

Ceci posé, je vais établir que le domaine D ne peut avoir plus d'un 
point commun avec la surface de S. 

Désignons par — A le déterminant (qui est évidemment négatif) de 
la forme F; on voit d'abord que le déterminant de la forme @ est égal a 


^ (1 — — m)‘. 


Or dans une forme définie réduite, le coefficient de wx, est moindre 
que deux fois la racine cubique du déterminant (voir paragraphe 5); nous 


aurons par suite en conservant les notations précédemment adoptées 
L 
m = 7 La fm gy Le im 
2 Norme (a£ + ay + a”) + a(t — &, — ym) < 2A*(1 — #8, — 7) 


et on conclut de cette égalité que si le point (£, 7’) appartient à la 
limite de S on aura 


ae’ — ay E a" E O. 


D'autre part en désignant comme précédemment par (A, A’, A", B, B’, B") 
une forme définie réduite, on peut écrire, comme on sait, cette forme de 
la facon suivante: 


4 Norme (x + e,y + 8,2) + p, Norme(y + 2,2) + f,2%, 


où les # et © satisfont aux conditions rappelées. 
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Or on a 
ts A 
2 B"B, 
HQ = Ary 
EL Ee (n BB 
d ihe se ker. P pep Vo A ) 


et on a vu que 
BUD x AB — BB. I 
Norme— <—, Norme <.-. 
4 2° AA—RB 2 
Considérons toujours un point du domaine D, qui appartienne à la 
surface de S; comme nous venons de le voir on a pour ce point (£, 7) 


ae’ — am — a" = O. 


Alors p, devient nul et on voit que y, et p, se réduisent respective- 


ment à 
. AB — BB’ 
A’ et A" — lim B,. 2. 
44 — B'B; 

Nous supposons que le point (€, 7) restant toujours dans le domaine D 
tende suivant une loi arbitraire vers le point (€, y’); c'est dans ces condi- 
tions qu'il faut entendre le signe limite contenu dans l'expression précé- 
dente; les autres termes disparaissent car 


12 


BYE: - «BOIS A 
4 = © puisque Norme — < > et lim B" —o 





lim A 


et de méme pour les autres. 
Mais la forme ® se réduit pour £ — & et y= 7% à 


2 Norme[(gé + fy’ + B’)y + GE + 77 + r')4. 
Or son déterminant est nul; donc pour = &, y= 7’ on a 
Balz = O. 
On a par suite y, = 0, l'hypothèse ft, — O donnant aussi y, = 0 


puisque p, > gn 


Sur les formes quadratiques ternaires et sur les fonctions hyperfuchsiennes. 139 


On a par suite 
AE + By +B =o, 
et cette égalité jointe a 
ac + ay Ha =o 


E 


déterminent complètement & et z'; il ne peut donc y avoir plus d'un point 
du domaine D appartenant à la surface de S. 

9. A chaque réduite ne correspondra pas d'ailleurs évidemment un 
tel point; il est nécessaire pour cela que les valeurs de & et 7 tirées 
des deux équations précédentes satisfassent à la relation 


EE 4-33 — 1-0. 


Approfondissons maintenant la signification de l'équation de condition à 
laquelle on est ainsi conduit. En résolvant les deux premieres équations 


= 


et portant les valeurs de & et 7 dans la troisième, on a: 
Norme (a"8' — a'8") + Norme (fa’” — af’) — Norme (af' — a'8) = o. 
Or désignons comme précédemment la forme par 


(0,00% 0, PUE) 


on a 


Horn 


Fr, 
a — aa, + aa,—aa, 


a = BB, + BR — B B 
et 
= b'' = af, + a B, ee x’ d 


En formant l'expression bb} — a'a, on trouve: 
b"b, — a'a = Norme (a8 — a'") + Norme(fa" — a") — Norme (aff — a’f) 
et lon voit par conséquent que: 

bb, — aa — o. 


Ainsi les réduites pour lesquelles cette relation est vérifiée sont les seules 
pour lesquelles le domaine D peut avoir un point commun avec la limite 
du domaine S. 
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Mais ce n'est pas tout; je dis que « doit être nul. Considérons en 
effet une réduite dans laquelle @ n’est pas nul; nous avons vu précédem- 
ment que dans ce cas les coefficients de xx,, yy, et zz 


, sont limités, 


par suite 


Me + Po. -- Ras Mp E29} RS. e, Ie m 


sont limites en fonction de A: M, P et R ne peuvent donc dépasser une 
og’ mittee 
E Re iR 
domaine 5; il n'a aucun point commun avec la surface de ce domaine, 


certaine limite et par suite le point & est intérieur au 


car de tels points correspondent à des valeurs infiniment grandes de R. 

Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant qui est fondamental: 

Les réduites pour lesquelles a — o, U'-— o sont les seules pour les- 
quelles le domaine correspondant D peut avoir un point commun avec la 
surface de S. 

10. Nous allons montrer maintenant qu'aux réduites, dont il yient 
d'étre question, correspondent bien effectivement des domaines D ayant 
un point commun avec la surface de S. 

Soit done comme précédemment une forme dans laquelle a — o, 
b’ — o, et que nous supposons réduite (voir paragraphe 7, le cas où 
«a — o, b” =o). Supposant comme précédemment que 9 = aa’ — bb, 
est positif, nous avons ) 


2 Be + de ‘be 
a F = Norme (a'y + 6,2) + Norme a) — Norme = 


yo yo 


et nous prenons la forme @ associée à a'F avec les paramètres € et y 
HT RR qb ,- 12 = in 
D = dF (1 — &, — yy,) + 2 Norme [5€ + 1)x + a'&y + (&b, + no): 


La forme P étant réduite, il existe des valeurs de € et 7 pour lesquelles 
® est réduite, et il faut montrer que le domaine D de ces valeurs a un 
point commun avec la limite de S. 

Les conditions de réduction pour ® apprennent de suite que dans 


= "n^ 


nuu : : : J à 1 bb 
b’ —— le coefficient de ö et la partie réelle sont moindres que — "i 
10 SING 


en valeur absolue; puis dans 





Sur les formes quadratiques ternaires et sur les fonctions hyperfuchsiennes, 141 


— d FE 2h é 
day. - 7 To $$ ae 4 | 
A B FGF +m) UE OE | tm 





la partie reelle et le coefficient de ; sont moindres en valeur absolue que 


a" WV, 
3 Nous voyons encore que dans 





la partie réelle et le coefficient de ; sont moindres que 


I 
2 
Les trois conditions précédentes expriment que dans ® mis sous la 
forme canonique 
4, Norme (x + ey + 2'z) + p, Norme(y + &"z) + p, Normez, 


n 


e, e' et c" ont leur partie réelle et leur coefficient de i compris entre 
I die EEE JD . . 
et +—. Il reste à écrire les deux autres conditions qui expri- 
I I Où eb "IR 
ment que y, < 34 et 2, < 5 He: n obtient ainsi: 


sr 


Le im i 
E eu teer) 





et 
c: ar. à 4 
I — 66 MI; + 9n + 1)- 
Je dis d'abord qu'il existe dans le voisinage de € — o, y = — 1, des 


valeurs de £, 7 satisfaisant à la première série de conditions. En effet 
puisque la forme @ est définie pour certaines valeurs de £ et 7, il existe 
des valeurs de 
M eee ee a D 
I+ 7 (1 + 4) + 7%) 
satisfaisant aux trois premiéres conditions; on remarque d'ailleurs que les 
trois premieres conditions ne dépendent que de ces quantités. Soient done 


=) et 7 a 


1+7 T+pna+ty) ^ 
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deux valeurs convenables de A et #4; nous allons montrer qu'il existe dans 
le voisinage de £ = o, y = — 1 des valeurs de & et 7 donnant à 





des valeurs trés peu différentes de À et u, et ces valeurs de & et 7 satis- 
feront par suite aux trois premières conditions. Soit en effet 7 — a + if. 





On aura 
VUL 218 - 
CENTER este Uae at) ma) cio 
: F 218 
faisons tendre a vers — 1 et f vers zéro de telle sorte que (4 a) 


tende vers y; alors tendra vers y quand y tendra vers — I 


V/A. 
(t + X + x) 
de la maniere indiquée; il suffit de prendre € = A(1 + 7), pour avoir, 
aussi rapproché que l'on veut de £— o, 7 = — 1, un système (£, 7) 
satisfaisant aux trois premières conditions. Il importe de s'assurer que 


parmi ces valeurs de (€, 7) il y en a pour lesquelles 
$$, + TM X 1: 


Remarquons qu'on peut faire tendre 8 vers zéro et « vers — 1, avec 


la condition que ait une valeur donnée, de telle maniére que 


Î 
(I + a)? 
a’ + f? soit moindre que l'unité. Soit donc 7 tellement choisi, l'égalité 
e= iG + 1) donne une valeur correspondante de €; je dis que le point 
¢ 


, 4 est à l’intérieur du domaine S. Si on avait en effet 
FF Mo > 1 
on aurait 


e, I — 7% = CR Eg 7 — m 


(1 + (t + 4) Pie To) 1 +7 (3-2) 





Le second membre de l'inégalité est d'ailleurs positif. On voit alors que 


= 





7 tendant vers — 1, la norme = grandirait indefiniment, ce qui est 
7 


absurde. 
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Il existe donc dans le voisinage du point (0, — 1) une infinité de 


points £, 7, pour lesquelles on a 
em cq < 1 
Je dis maintenant que 


et qui satisfont aux trois premières conditions. 
ces valeurs de £, 7, si elles sont suffisamment rapprochées de $ — o, 


7 = — 1 satisferont aux deux autres conditions 


bb 
bou] ds DO att) 


PED cea 


iv a'°b'b", 
I Gn NUE Ad (» + 1)(% ee). 





S'il en était autrement en effet, il y aurait sur l’une ou l’autre des 


deux surfaces 





= et) + 1) 


Ô 





des points aussi rapprochés que l'on voudrait de £ — o, y= — 1, et 
satisfaisant aux trois premiéres conditions. Or pour de tels points on 


aurait manifestement 
es, rmi I — 77» A 
(++) G0) * 


ou A est une constante, et en remarquant que: 





I — 77, woe aa dm Qo 
M eee Ea 


(1 + y(t + 4) I+ % 


2) — M 
——— ——. reste 
(1 t) 





augmenterait indéfiniment, puisque 


on voit que > 
fini quand 7 tend vers — 1, les trois premicres conditions étant vérifiées. 


Nous arrivons done encore à une contradiction. 
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Il résulte de cette discussion (') qu'à toute réduite dans laquelle a =o 
et b’ — o correspond bien effectivement un domaine D ayant un point 
commun avec la surface de S. e 


11. Nous avons maintenant à rechercher s'il existe toujours, quelle 
que soit la forme donnée, des réduites arithmétiquement équivalentes et 
dans lesquelles a et 6” soient nuls. Nous allons démontrer qu'il en 
est ainsi. 

Commençons par établir qu'il existe des formes arithmétiquement 
équivalentes à une forme donnée f et dans laquelle le coefficient de zz, 
est nul. Si lon fait dans f la substitution 


z— MX-LM,Y4- MZ 
y— PX 4 P,Y 4 P,Z 


— OX UP OZ 


| 


il est clair que le coefficient de XX, dans la transformée sera: 


KM, P, Q). 


Il sagit done de voir si en donnant aux indéterminées x, y, z des 
valeurs entiéres et premiéres entre elles M, P, Q, la forme f peut 
sannuler. En d'autres termes nous allons montrer que zéro peut étre 
représenté par une forme quadratique ternaire indéfinie à indéterminées 
conjuguées; c'est là un point qui distingue essentiellement la théorie de 
ces formes de celle des formes ternaires réelles, car on sait que Gavss a. 
montré que zéro ne pouvait étre représenté par toute forme ternaire 
indéfinie réelle (Disquisitiones Arithmetice, paragraphe 294). La cause 
de cette difference est dans le fait que l'on peut toujours satisfaire à la 
congruence (1) 


v, = a (mod b) 





(*) Nous avons supposé que 9 — a'a" — bb, était différent de zéro et positif. Dans 
tous les autres eas, des considérations toutes semblables, conduisent au même résultat. 
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quels que soient a et b (b étant seulement supposé non divisible par un 
carré) tandis qu'au contraire on sait que la congruence (voir sur ce sujet 
Hermite, Journal de CRELLE, t. 47) 


2 


x” = a(mod b) 2 


n'a pas de solutions quels que soient a et b. 

Nous montrerons au paragraphe suivant comment de ce théorème 
on déduit que zéro peut être représenté pour toute forme ternaire in- 
. définie à indéterminées conjuguées. J’admets pour le moment ce résultat 
et je vais en conclure qu'il existe une réduite dans laquelle a = b" — o. 

D'après ce que nous venons de dire, on pourra faire une premiére 
- transformation linéaire de déterminant un, donnant une transformée dans 
laquelle le coefficient de xx 
une substitution 


, est nul. Que l'on fasse alors dans la forme 


(r, y, 2, ©, my 4 nz, py + qz) 


on voit de suite que l'on peut choisir deux entiers m et p premiers entre 
eux tels que le coefficient de wy, soit nul; on déterminera alors n et q 
par la condition mq — np = 

Nous obtenons donc une forme arithmétiquement équivalente à la 
proposée dans laquelle « = 6” = 0; mais cette forme n'est pas nécessaire- 
ment réduite. Nous pouvons supposer que dans cette forme l'expression 
d'a" — bb, est différente de zéro et positive, car s'il en était autrement 
en faisant la substitution 


ju 
— 


(v, y, 2, $E m2, y, 
ou » est un entier arbitraire, cette expression se transformant en 
aa" — bb, + «(bn + bin,) 


on peut choisir de maniere qu'elle soit positive (car « et /' ne sont 
pas nuls vu tu'alors le déterminant de la forme serait nul). 
Nous avons done une forme f 


f= ayy, + «zz, + byz, + bug + Vrz, + bir: 
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arithmétiquement équivalente a la proposée et dans laquelle on a 
à — aa’ — bb, > O. A la forme af est associée la forme définie ® 
(paragraphe 10) 


D = a'f(1 — EE, — pm) + 2 Norme = (7 + 1) + a'&y + (&b, + ZDHE 


cette forme ne sera réduite pour aucune valeur (£, 7) du domaine S si 


4 
la forme indéfinie f n'est pas réduite. Quelle substitution faut il faire 
dans ® et par suite dans f pour la réduire? @ peut se mettre sous la 


forme canonique 
pt, Norme (x + ey + e'z) + p, Norme(y + 22) + pz, : 


I 
or nous avons vu (paragraphe 10) que les inégalités y, > zh Its => bs 


devenaient pour la forme @ 








ee Wy, : 
I — $6, —-4%) > à 5 + Lyn a I) 
: = 
fo fo a 
I TE — 4% > AÔ (7 ES 1) (x, k 1) 


On peut toujours trouver des valeurs de £, 7 satisfaisant à ces inégalités; 
considérons en effet l'inégalité 


(4) note hd (hr) (hi) 


où A est une quantité positive quelconque; on pourra toujours y satisfaire 
et méme pour des valeurs réelles de £ et y. On voit de suite en effet 
que l'équation 


1—£ — y? = A(1 + y) 


représente une ellipse réelle, intérieure au cercle de rayon un et tangente 
à ce cercle au point (§ — o, y — — 1). Tout point £, x à l'intérieur 
de cette ellipse satisfait a l'inégalité (fg). 

Ainsi il existe des valeurs de (£, 7) satisfaisant aux inégalités (a). 
Prenons un tel systéme de valeurs. 
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» 


Pour réduire la forme ®, c'est à dire pour que les = aient leur 


, il suffira 


partie réelle et leur coefficient de i compris entre — — et + 
évidemment d'employer une substitution de la forme 


(v, y, 2, x + my + nz, y+ ge, 2) 


Une substitution convenable de cette nature transforme donc f en une 
forme réduite; mais cette substitution ne fait pas apparaitre de terme en 
raz, et en xy,: la proposition énoncée est donc établie. 

12. ll nous faut maintenant établir que zéro peut étre représenté 
par toute forme quadratique ternaire indéfinie «a indéterminées conjuguées. 
Prenons d'abord la forme 


f = axx, + byy, + czz, 


où nous supposons que a, b, c, ne sont pas de même signe. De plus 
ces nombres sont deux à deux premiers entre eux et aucun d'eux n'est 
divisible par un carré. Nous allons avoir peu de chose à changer à la 
profonde analyse par laquelle Gauss établit que zéro peut étre représenté 
par une forme ternaire réelle quand — be, — ca, — ab sont respective- 
ment résidus quadratiques de a, 5, c. (Disquisitiones arithmetic, para- 
graphe 294). 
Soient H, K, L trois entiers satisfaisant aux congruences: 


HH, = — be(mod a), KK, = — ac(modb), LL,z — ab(mod e); 


nous avons dit plus haut qu'on pourrait toujours trouver de tels nombres. 
On déterminera ensuite A, B, C de, manière que 


A — c(mod/) et = L (mod c) 
B-a(mode) et — H(mod a) 
C= b (mod a) et = K(mod/). 


On aura 


«AA, + BB, + «CC, = bHH, + cb? =b(HH, + cb) o (moda); 


(gem 


on prouverait de la méme manière que aAA, + bBB, + cCC, est divisible 
par b et c et par suite par abe. 
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On voit en outre que A est premier avec b etc, B avec a et c, 
C avec a et b. S'il arrivait que les valeurs de A, B, C eussent un 
diviseur commun y (qui peut être un nombre complexe), y serait nécessaire- 
ment premier avec a, b, c et par suite avec abc. On divisera A, B, C 
par y et on aura trois nouveaux nombres que nous appellerons encore 
A, B, C et tels que A soit premier avec b et c, B avec a et c, C avec 
b et c, et de plus 


«AA, + bBB, + cCC, =o (mod abe). ‘ 


Ceci posé, on voit de suite que Aa, Bb, Cc wont pas de diviseur commun. 
On peut alors trouver une substitution de déterminant un 


(v, y, 24, ax + ay +a"z, fet fy + Be, pe + jy + Tr? 
déterminé par les conditions 


Bi’ — 67 = Aa, ja — j'a = Bb, af — ag = Ce 


et 
ada + BBb + yCc — 1. 


La forme proposée f se changera en une forme 
g= (m, m, m”, n, n, n") 
dans laquelle m’, m" et n seront divisibles par abe. Posons en effet 
92 en ee Du! nn , , pa at L wg u B24 (OU, — LA 
Br — Br' — A, j'a—ga — B', a" p—ap’=C 
, DE A TI D Er e# 791 9 NS D Nw 
Br — Pr = A", ja — ya — B", of — «B.— € 
on aura 

a = D"Cc — C'Bb, fg = C’Aa— A"Ce, py = A" Bb — B" Aa 
a" = C'Bb — B'Cc, ff = A'Cc — C'Aa, y" = B'Aa — A'Bb 


" 


et en substituant ces valeurs dans les expressions de m’, m" et n 


m' = aa'a, + LFB, + cyp;, m" = aaa! +..., nacre d. 
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on trouve, par exemple pour m’ 


m' = A"AYbe(bBB, + cCC,)=o0 (moda) 
m = B’ Byac(aAA, + cCC,) 


m'= C"C;'ab(aAA, + bBB,) =o (mode) 


Il 


o (mod) 


Il 


par suite m’ est divisible par abe et de méme pour m” et n. 
Effectuons maintenant sur f la substitution 


(a, y, 2, adx +.a'y-+ az, Bdx + By + g'z, ydo + yy +72) 


en posant abe = d. 
f se changera manifestement en 


g — (md, m’, m", n, nd, n'd) 


et le déterminant de cette forme sera d^. Or considérons la forme 


ces coefficients seront entiers et son déterminant est égal à l'unité. Or 
admettons pour un instant que toute forme ternaire indéfinie de détermi- 
nant un est équivalente à la forme 


— 22, d yA + 92 


en employant une substitution à coefficients entiers de déterminant + 1 
ou +i. Il en résulte que, à l'aide d'une telle substitution, on peut 
transformer g’ en la forme 


G = — dez, + dyz, + dy,z 


ou bien encore on peut passer de la forme f à la forme @ en employant 
Ld . 
une substitution à coefficients entiers dont la norme est égale à d^. Si 


(r, y, 2, Ao + py tz, Xe + uy + vz, X'x + py + vr) 
est cette substitution, on voit que 


BEINEN fh 
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est une solution de l'équation 


axx, + byy, + czz, = o. 
Cig. tid: 


fe, (6 et pw” ne sont pas tous trois nuls, puisque la norme du déterminant 
est égale à d?. ? 

Nous avons admis que toute forme ternaire indefinie de déterminant 
un était équivalente à la forme 


— AP SS LE, EURE 


en employant une substitution dont le déterminant a sa norme egale a 
luhité. C'est ce que l'on peut établir comme il suit: 
Soit 
TG Wy 5b b^ bo 


une forme indéfinie de déterminant un. 
Considérons la forme binaire obtenue en faisant z — o dans f, 
c'est a dire 
IR , ES BY es 
axe, + ayy, + Lay, + bia y; 


on sait que l'on peut réduire cette forme de telle maniere que la valeur 
absolue de @ soit moindre que v 2] bb)’ — aa], (’) la quantité sous le 
radical étant prise en valeur absolue. Supposons cette réduction faite: 


\ 


si on fait sur y et 2 une substitution convenable de norme égale à un, 


N 


la théorie des formes binaires montre encore qu'on peut arriver à avoir 


| bb)’ — au’ | aN 2|« |: 
on a donc simultanément 


a? < 2|b"b) — aa’ |, | by — aa] < v2[a]. 





(') Voir mon Mémoire sur les formes quadratiques binaires a indéterminées 


conjuquées (Annales de l'Ecole Normale Supérieure, Janvier et Février 1884). 
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On conclut de là que les valeurs absolnes de a et DD — aa’ sont 


égales à zéro ou a l'unité; elles doivent être nulles simultanément ou 
toutes deux différentes de zéro. 
. 1°. Soit d'abord 


Is] = 1 19% — aa | = 1. 
En employant une substitution de la forme 
(Ly 4525,82 PY 172» yb ra e) 


on ne change pas a et Dh — aa et un caleul facile montre que l'on 
peut choisir 9, 7 et 7 de facon que dans 


bY”, ab, —b’b et ab — byb, 


A 
la partie réelle et le coefficient de À soient moindres en valeur absolue que 
2 I pug , oco aa! 

B a |. pal )) — aa |, B ) D, 


respectivement. On en conclut 


on a donc les formes dans lesquelles 
lahat, le) 1, pan | — 4 


en prenant seulement les signes de maniére que D — 1 et que la forme 
soit indéfinie. Elles sont équivalentes à la forme 


TX, — YY — 24, 
et cette dernière, comme on le voit de suite, est équivalente à 


€ TX. ; nis YZ, SF UR é ? 


2°. Soit maintenant 


le| 2o, |"W—ad|=o ou a=W"=o. 


On aura alors 


] = — ab 
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Si nous faisons maintenant la substitution: 
(x, y, 25-" + fy + re, 9 à) 


on ne change pas a, a, b et D”. On peut choisir f et y de manière 
que b soit nul aprés la transformation et que la norme de «" soit zéro 
ou l'unité. On obtient ainsi des formes toutes équivalentes a 


f=—WY), 5:25 X4, + 2,4 OW c — O, 3,1 
et on voit enfin sans peine que celle-ci est équivalente à 


— ax, + yz, + 92: 
(: "qot d: 





IM. 


13. Revenons maintenant a la question de la reduction continuelle 
de la forme ®. Pour bien fixer les idées, nous admettons que la forme 
indéfinie 

F = uu, +. vv, — ww, 


où comme précédemment 
w — av + py + y 
v= a'r fy ye 
w — az + By + ry 
dont nous partons, est une forme réduite. La forme définie @ 


D— (1 — && — zx) F + 2 Norme(u& + vy + w) 
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sera done réduite pour certaines valeurs de £, 7 situées dans le domaine 
S et formant ellesmémes un domaine que nous avons appelé D (para- 
graphe 8). Lorsque le point (£, 7) sort du domaine D, il faut suivant 
les circonstances de la variation de ce point employer certaines substitu- 
tions pour réduire la forme de nouveau, ce qui donne, en employant la 
totalité des substitutions propres à réduire de nouveau ®, certaines réduites 
adjacentes à la réduite F, auxquelles correspondent des domaines D’, D", ... 
On continue ainsi à effectuer la réduction continuelle de la forme 4 
jusqu'a ce.qu'on ne trouve plus de nouvelles réduites, ce qui arrivera 
nécessairement puisque le nombre des réduites est limité. Designons par 
9 le domaine total formé par les domaines D, D', D", ... Lorsque le 
point (5, 7) sort du domaine 9 on retombe sur une réduite déjà obtenue, 
à laquelle se trouve ainsi correspondre un nouveau domaine D,. Soit 
encore, pour ne pas multiplier les notations 


F = wu + vv, — ww, 


cette réduite. En faisant passer (€, y) du domaine D dans le domaine 
D, on est alors conduit à une substitution S à coefficients entiers et de 
déterminant un transformant F en elle-méme. A une telle substitution 
correspond manifestement une substitution linéaire faite sur w, v, w soit 


(u, v, w, Au + Bv + Cw, A'u + Be + Cw, A"u + B"v + C"w) 


et cette substitution transforme en elle-même. l'expression uu, + vv, — wır,. 
Quand on effectue sur x, y, z la substitution (S) la forme ® devient: 


(1 EE 35, F3 M)E 
+ 2 Norme [(4u + Bv + Cw)£ + (A'u + B'o + Cw)y + A"u + B"v + C"w] 


où en divisant par Norme(Cé + C’y + C^, ce qui ne modifie en rien 
les conditions relatives à la réduction, et posant: 


uw AË+ An +A", BE+ By + 
(1) Ten moe Pr iQ”? 
5 bE ---C 7 - C Er Cy + C 


cette forme peut s'écrire: 


(1 — £& — 7/71) F + 2 Norme (uf + vx! + w). 
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On en conclut que l'on passe du domaine D au domaine D, en 
effectuant sur (€, 7) la substitution (1). 

En continuant d’effectuer la réduction continuelle de la forme @, on 
obtiendra un groupe G d'une infinité de substitutions telles que (1); ce 
groupe sera discontinu, car à un systeme de valeurs de (£, 7) ne corres- 
pond qu'un nombre limité de réduites arithmétiquement équivalentes à la 
forme définie ®, le point (£, 7) ne peut done appartenir qu'à un nombre 
limité de domaines D. ; 

Le domaine 2 est un domaine fondamental de ce groupe, c'est à dire 
qu'a tout point (€, 7) à l'intérieur de S correspond par une substitution 
du groupe un nombre limité de points à l’intérieur de 2 (il y en a au 
moins un); c'est ce qui résulte immédiatement de ce que 9 est l'ensemble 
des domaines D correspondant à toutes les réduites distinctes arithmétique- 
ment équivalentes à F. 

Le domaine 9 a un nombre limité de points communs avec la sur- 
face de S, et il en a toujours un, puisque nous avons montré précédem- 
ment quil existait toujours au moins une réduite dans laquelle les 


coefficients de rx, et ry, étaient égaux à zéro. 


0 
14. Avant de continuer l'étude générale de ces groupes, examinons 
un cas particulier. Je prendrai: 


r= Wy + Ta + Tor 
Nous écrirons: 
F = ut, + vv, — ww, 


en posant z 








I I 
«4 — y, 9 = —(r + 2), w = — (X — 2). 
\2 NE 
On aura ici: 
zs T qst = Qd 
o — (MM, == TZ + m, z)(1 cr ACT 272) ar 2 Norme ( : F3 T == oY sis = = 2) x 
Ne v2. 


Avant d'aller plus loin, ouvrons une parenthèse pour chercher les formes 
réduites de déterminant — 1, dans lesquelles a = /" = 0; nous éviterons 
ainsi plus tard une discussion un peu longue. Soit 


— 
Ur 
Ja 
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yy, + «22, + bye, + bye + Vz, + unu 


une telle forme; le déterminant étant égal à — 1, on aura bb — 1. 
En supposant, comme au paragraphe 10, que 


Qa TUA eae 


nous avons vu (voir ce paragraphe) qu'on on doit déterminer ¢ et 7 de 
fod 
D & S E : 5 t 
telle maniére que dans /'——'— le coefficient de 7 et la partie réelle soient 
7] 
Jo 


. D’autre 


Nile 


—, par suite moindres que 


; I 
moindres en valeur absolue que = 
yo 


I 
a 


part dans : 
b — b, "n PA 


, et on voit 


D | = 


la partie réelle et le coefficient de Z sont moindres que 
quil ne peut en être ainsi que si b = o. 

Reportons-nous maintenant a l'égalité qui limite 7 (à la fin du 
paragraphe 7), elle devient ici 





par suite 6.— © ou 15 on a, done a’ = 0,1. 

Nous avons supposé 9 > 0; dans tous les cas on arrive à la conclusion 
suivante. On doit avoir b — o et a" — o, +1. 

Revenons maintenant à la forme 4; en la mettant sous la forme 


canonique 


vu, Norme (x + ey + &'z) + p, Norme(y + 8"2) + 1,2%» 








on a 
T0 homer 
itor 53 hi Tue 
ie (L+y(1+y) (+t + %) 
eo = — no; 
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les parties réelles et les coefficients de ö dans ces trois expressions doivent 
1 I I fs ERN 

ètre compris entre — — et +, pour que la forme @ soit réduite. 


Caleulons enfin a, p, et p: 
On aura 


Ho Le 99), 


Gis = = = 


P7 0» + 5) 








I ep 
et on voit que les deux inégalités zu, > Ih et 4, > >p, coincident et se 


réduisent a l'inégalité unique : 
te EI N 
HE — qm Zar). 


Soit D le domaine correspondant à la réduite F. 
Laissons toujours le point (£, 7) à l'intérieur du domaine 


et faisons varier (€, 7), en le faisant sortir de D successivement par les 


autres faces. Posons 








= I 
— U = y. 
DER seat 
On a 
HEY Us Ss — — ut, +v—v,, € = — y2.U. 


Supposons que &, z varie de telle maniere que dans v, le coefficient de à 


Rie 


dépasse x? alors dans e, le coefficient de ; deviendra supérieur à 


on réduira la forme de nouveau, en employant la substitution 


(uon apie, y, 2) 
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mais cette substitution transforme la forme F en elle-même; on rencontre 
done, ainsi une substitution fondamentale du groupe G; cette substitu- 
tion est: 





( L \ L 
e A ass AES 
$5 om , i 
—í(3 \ Als Y 
ii indere pug t. 


et elle laisse invariable le point 


solent maintenant (f, 7) variant de telle maniere que dans w le terme 


réel dépasse ——, la substitution à employer pour réduire de nouveau 
24/2 
<\ < 

F sera: 


(n, VEI Tena Qi U 2, 2) 
ce qui donnera la réduite 
(2) My, + 42, + xA S2. 


Si on sort de D de telle maniere que dans w le terme réel soit moindre 
I 





que — , il faut employer la substitution: 


2 


v2 


et on retombe sur la reduite 
Yo + e], + La + om. 


Sort-on de D, de facon que dans w le coefficient de ; soit moindre que 
RQ TEE 2.0 ae 

— ——, il faudra considérer la substitution 
2y2 





(r, y, 2, c+ y, y + de, 2) 


ce qui donne encore 


UM, 82 + v2, + %82- 
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Quand on sort de D de telle manière que dans w le terme réel dépasse 





—, aprés la substitution-indiquée précédemment, la forme @ a changé, 
= 

et les « nouveaux sont alors 

€ — /2.u—1 


Eu NU, 7% DEN2U 


I 


g" — — 2.u, + I. 


On aura un nouveau domaine D’; on cherchera comme pour le domaine 
D les différentes réduites contigues que lon obtient en sortant de D’ par 
les différentes faces qui forment l'angle polyédre ayant pour sommet 
£ —0, y — — 1. La seule réduite contigue différente des deux réduites 
déjà trouvées est 

(3) yy, — 24, + U2, + %2- 


Cela résulte d’ailleurs à priori de la remarque faite plus haut; j'ajoute 
que je ne considère pas comme différentes deux réduites pour lesquelles 
les coefficients de xz, sont égaux et de signe contraire. On obtiendra la 
réduite (3) en sortant de D’, de telle manière que dans — ww, + V2. 


E - » I . . . . 
la partie réelle dépasse >; il faut alors faire la substitution 


(v, y, 2, T— à, Y, 2) 


ce qui donne bien la réduite (3). 
En sortant de l'angle polyédre formé par les trois domaines D, D', D", 


on retombe sur les réduites déjà obtenues, et on est aussi conduit à cer- 
taines substitutions transformant en elles-mêmes la forme initiale 


My, + La + %2; 
ces substitutions sont de la forme: 
(r, y, 2, ©+my+nz, y + q2, 2). 
Etudions directement ces substitutions; on aura les relations: 
YJ+n+n, =O 


m= —q- 
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On a done les substitutions 


mm, 


|» y, 2, £ + my — ee En pi) 2, y — M,Z, :| 


m étant un entier complexe arbitraire dont la norme est paire, et p un 
entier réel. Toutes ces substitutions peuvent s'obtenir en composant les 


trois suivantes: 
(x, y, 2, 2+ 2y — 22, y — 22, 2) 
(z, 4, 2, z-E(r4d-)y—2 y— (1 — dz, 2) 
Gt Brei acy; 2): 
Multiplions en effet la puissance « de la premiere de ces substitutions 


par la puissance Z de la seconde, et ce produit par la puissance 7 de 
la troisiéme, on aura une substitution nécessairement de la forme 
, 


M M, ) 


|^ Wp) 5 E + My — ( + Pi à = M,Z; :|. 


On calcule facilement M, 
M, — 4 + 25 — ai. 


Supposons inversement que JM soit donné ainsi que l'entier réel P, 
M étant d'ailleurs tel que MM, soit pair. Soit 


M = p + vi 
on aura: 


a+ 28=p, a=v 


égalités qui donnent pour a et f des nombres entiers, car u —» est 
nécessairement pair. On déterminera ensuite 7 de manière que le coefficient 


de z dans la transformée de x soit — HH 





— Pi, ce qui pourra toujours 


se faire. 
A chacune des substitutions précédentes transformant en elle-méme 


yu, + 7% + Le 
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correspond une substitution pour le groupe @ (paragraphe 13). Les trois 
substitutions ainsi obtenues laissent invariable le point € = o, 7 = — 1. 
Posons, comme plus haut, 








ces trois substitutions donnent pour w et v les substitutions suivantes 


u, v, ut 2, v+m24+ 1) 
I +i I —2 2 





> vutu 





v2 2 


; P 

(m, v, u, € ——). 

15. Les résultats précédents relatifs à une forme particuliére, nous 
conduisent de suite au cas général. Soit 


F — ayy, + a"zz, + byz, + b, e + rz, + bre 


une réduite dans laquelle «= /" =o et à laquelle correspondent par 
suite, comme nous l'avons vu précédemment, des domaines ayant un point 
commun avec la limite de S. ? 

Considérons le groupe des substitutions à coefficients entiers de la 


forme: 
(1) (r, y, z, v + my--mnz, y + qz, 2) à 


ou m, n et q sont entiers, transformant F en elle-méme. On aura les 
deux relations 


a'qq, + bq + bq, + bin, + bn — 0 
a'q, + mb’ = o. 
Les substitutions fondamentales seront, comme précédemment, au nombre 
de trois. Nous n'établirons pas ce point; et, en nous bornant.a ce qui 


nous sera utile dans la suite, nous allons simplement montrer qu'il existe 


dans le groupe trois substitutions de la forme 
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(x, y; 2, & + az, y, 2) 
(2) (a, y, 2, ctpytve, y + À, 2) 
(x, y, 2, x 4- puy +ve, y + Xy, 2) 


4 , . . . 
le rapport fe etant imaginaire. 
H 


Nous aurons la premiere substitution, en prenant a — i. 
Pour la seconde, nous prendrons 


TENNIS 


T 
£ étant seulement tel que l'équation 
a'l/b;tt, — bt, b; — b, t + by + by, — o 
puisse étre résolue par rapport à ». Or soit 
yp-—z-L4, LV = A +1 
l'équation s'écrira 


24x — 2By = — alt, + bbit, + b,bt. 


Il suffira de prendre pour ¢ le plus grand commun diviseur entre 24 
et 2B. En prenant ensuite 


p=tai, = —tbi 


La 5 2 [7 : — ORAS 
on aura la troisiéme des substitutions (2), le rapport — qui se réduit à 
H 


— i est bien imaginaire. 
A toute substitution (1) correspond une substitution du groupe G, 
relatif aux variables € et 7. Il en résulte pour les deux variables 


wp 


I 
— RO — 
Ge y+! 








déjà considérées précédemment, la substitution 


mb’ a'q ba y! 
|" DST — 0 U + 3 (mb, — na’) 
\ 0 yo = 
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et par suite aux trois substitutions (2) correspondent les substitutions 


D, Uy V— 





"t , 


ul wh b 
|^ v, ua, uU u, 5 (ub, ve) |. 


11! 


; : NN ET c aa b 
Remarquons que, a étant égal a ib), lexpression —.- est purement 
0 


bs 
imaginaire. 

16. Avant d'aller plus loin, résumons les propriétés fondamentales 
du groupe @ du paragraphe 13. Tout d'abord une substitution quel- 
conque de ce groupe peut être obtenue en composant convenablement un 
nombre fini de substitutions, que nous appelons les substitutions fonda- 
mentales du groupe. Nous avons montré aussi qu'on pouvait trouver un 
domaine 9 jouissant de la propriété suivante: a tout point (€, 7) à Vin- 
térieur de S correspond par une substitution du groupe un nombre limité 
de points à l’intérieur de 2, et il y en a au moins un. S'il y a plus 
d'un point, on pourra évidemment diviser ce domaine en plusieurs autres 
tels que dans chacun d'eux il y aura un point et un seul correspondant 
par une substitution du groupe à un point quelconque de 5: nous appel- 
lerons dans la suite un tel domaine, wx domaine fondamental, et le 
désignerons par A. 

Le domaine fondamental R a un ou un nombre limité de points 
communs avec la surface de 5. Soit A un pareil point; nous avons 
signalé trois substitutions distinctes laissant le point A invariable. 

Faisons encore quelques remarques sur ce groupe @, dont nous 
representons, comme précédemment, une substitution quelconque par 





A Aë+ A+ 4" BE 
» 9 %» CE m 1 


p^ 
CH TEL Ue ). 


XE — 
C'y + Cu 


Parmi les points du domaine S, nous avons à remarquer particulièrement 
ceux que laisse invariables une substitution du groupe. Pour une sub- 
stitution donnée (A, B, C), nous avons les équations 
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AE + d'y + AY Be + By + BU 
AE iia Mes GT 

4-540" I C&+ n+ C 


En introduisant une troisième inconnue A, ces équations peuvent s écrire 


(A— DE md. due 


Oo 
(1) REE (B= Dr LE d oo 
Ce + 7 + (X ISO k O 


| 


k sera done determinee par l’equation du troisieme degre: 
| A—k Abe’ A 
(2) emp ob Are o. 

| C CNE E 





Si, comme on peut le supposer, le déterminant 


(eA Duo UE 
Baie BL | et 
CG G CL 


comme d'autre part la substitution laisse invariable l'hypersphere de rayon 
un, on- aura (Acta Mathematica, T. 1, pag. 317) 


T 


AA ae 2 ae -x 
BBB Be BB! 21 
OO OO OC 
AB, 4) AR AUB no 
CBE (pes Cun! ae 


A 6 + A'C, E vul Uia 


| 
9 


Par suite les équations (1) peuvent s'écrire: 
(—1 + kA )e+ | kB + po ee 
kAle + (kB, EN ET KC, = 
kA,'& + EB (KC — 1) = 


SONO 
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et l'équation (2) est identique a la suivante: 


| kA, — 1 kB, kC, 
(2°) kA, kB, — 1 KC, = A 
kA, kB’ kCY — 1 


Or on passe de l'équation (2) à l'équation (2^, en remplaçant les coefficients 
dry det I : 

par leur conjugué et en changeant k en x; om en conclut que si /, m 

et » désignent les trois racines de l'équation (1), les quantités 


I I I 
I 
1, M N, 


sont aussi racines de cette méme equation; donc ces trois quantites doivent, 
dans un ordre convenable, représenter 7, m et 7. 

Deux cas peuvent se présenter: ou chaque racine est égale à l'inverse 
de sa conjuguée, et par suite les trois racines ont un module égal à l'unité, 
ou bien l’on a 


I 3 I 
|—-- mais — =n, — — m. 


L, m, n, 


Dans les deux cas l'équation (2) peut se mettre sous la forme 


k*- ME — Mk—ı=o 
ou 


ME AL BE D. 


À chaque racine de cette équation en k, correspond par les équa- 
tions (1) un systeme de valeurs de (€, 7). Le seul cas intéressant pour 
nous est celui où le point correspondant est à l'intérieur de l'hypersphére 
de rayon un. Je me bornerai à énoncer ici les résultats auxquels on 
arrive dans le cas général. 

Dans le premier cas, c'est a dire quand les trois racines de l'équation 
en k ont un module egal à l'unité, un des points est à l'intérieur de 
Uhypersphere et les deux autres sont à l'extérieur; nous pouvons dire que 
dans ce cas la substitution est elliptique. 

Dans le second cas, ot il n'y a qu'une racine de module égal à un, 
deux des points sont situés sur l'hypersphére, et le troisième est à 
l'extérieur; la substitution sera dite alors hyperbolique. 
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17. Nous allons seulement examiner avec détails un cas particulier 
fort important pour la suite. Pour une valeur de k, racine de l'équation 
(2), il arrivera en général que les trois équations (1) se réduiront a deux, 
mais il peut arriver, dans certains cas particuliers, que les équations se 
réduisent à une seule; il y aura alors une infinité de points (£, x) restant 
invariables par la substitution (A, B, C); ils satisfont à une équation du 
premier degré entre & et 7. 

Si nous revenons maintenant au domaine fondamental À (paragraphe 
16), les points (£, 7) que nous venons de considérer ne pourront être 
que des sommets ou des arêtes de ce domaine. En particulier, d'un sommet 
A situé sur la surface de S pourront partir des arètes dont tous les points 
resteront invariables pour une méme substitution. 

Soit, comme précédemment, 


a’yy, + «22, + byz, + b,y,2 + drz, + 402 
la réduite qui nous a conduit au sommet A. Toute substitution semblable 
de cette réduite, conduisant à une substitution de @ qui laisse invariable 
le point A sera de la forme 
" 4 4 S 1 KENT 1 
(v, 5, 2, an - py + 7, Py + 772, 72) 


et les trois entiers a, // et ;" seront nécessairement égaux a + 1 ou 
et leur produit sera l'unité. A cette substitution correspondra pour 
une substitution de la forme 


(u, v, Au + B, Cv + Du + E) 


+i 
G, 


en posant, comme plus haut, 


u= et v= 








Les deux équations 
u= Au + B, v = Cv + Du+E 
auront une infinité de solutions si C = 1 et si les valeurs de # données 
par les deux égalités 
w= Au+ B, Du+ E=o 


coïncident. Par conséquent une arête, de la nature considérée, partant du 
sommet A, correspond a une valeur déterminée de w, v étant arbitraire. 
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LY, 


18. Nous pouvons maintenant aborder l'étude des fonctions de deux 
variables £ et 7, qui restent invariables par les substitutions du groupe 


G. Designons, comme précédemment, par 





(s AE Ala” BE By + = 
* 7D ORO O's CE + On + C, 


une substitution quelconque du groupe, et nous pouvons supposer que 


A & JAS) ua | 
BAS Baba 
(& CG CZ | 


Il existe des fonctions de deux variables indépendantes € et 7, qui 
ne changent pas quand on effectue sur les variables une substitution 
quelconque du groupe G. „ai démontré ce théoréme dans un mémoire 
précédent (Acta mathematica, T. 1); je ne reviendrai pas sur la dé- 
monstration. Nous avons considéré la série suivante 





I 
(Ce + Cx HE ("yim 


qui est étendue à toutes les substitutions du groupe; m est un entier 
supérieur à l'unité, et R(E, x) est une fraction rationnelle de $ et 7 qui 
reste holomorphe à l'intérieur du domaine S et sur la surface de ce 
domaine. Dans ces conditions on verra dans le mémoire cité que la série 
est convergente. Je m'arréterai seulement ici pour montrer de nouveau 
que la série (1) ne sera pas identiquement nulle, quelle que soit la frac- 
tion rationnelle R, au moins à partir d'une valeur suffisamment. grande 
de l'entier m. Considérons le point € — o, 7 — o. Supposons d'abord 
que toute substitution du groupe, autre que la substitution unité, donne 
comme transformé de o un point qui en soit différent. On pourra alors 
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trouver autour de o un domaine oa, suffisamment petit pour qu'à tout 
point (5, 7) de ce domaine ne correspondent. par les substitutions du 
groupe que des points (f, z'), pour lesquels on aura: 


(2) EE + 7m 86 + 7M- 


Dans ces conditions, si 


em And y; BE By FFE" 
m» C= + C5 Em e"? 7 C= m C7 + C" 
on aura 
Mod (CE + Cy + C) » 1; 
c'est ce qui résulte de la relation 
(3 I LU RM e I I La Eu ) 
3) . >= 7% — Mod? (C= + Cx == e $$, — 4% 


rapprochée de l'inégalité (2). Revenons maintenant à la série (1), que 
lon peut écrire 

I 
bap E G 





RE, 1) + DRE, "o 


ou la sommation s'étend à toutes les substitutions du groupe, sauf la 
substitution unité. On voit alors que si m est suffisamment grand, l'ex- 
pression précédente différera peu de R(£, 7), on peut done faire en sorte 
quelle ne soit pas nulle. 

La méme démonstration est applicable dans le cas oü il y aurait 
un nombre N de substitutions changeant le point $ — o, z — o en lui- 
méme; on écrira l'expression en prenant d'abord les termes correspondant 
aux N substitutions précédentes, soit 

zu bna - 
CEE Gy, +O 





cette somme; d'après légalité (3) mod C" = 1, et pour £— 0, y=0 
cette somme se réduit a 
I 


Rio, o) es 


et, comme m et R(o, o) sont arbitraires, cette somme ne sera pas nulle. 
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Désignons par 6(€, 7) la fonction des deux variables & et 7, dont 
l'existence se trouve maintenant complètement établie; il est aisé de 
montrer que ce sont des fonctions analytiques holomorphes de & et 7, 
pour tout point du domaine S, c'est un point trés simple auquel je ne 


m'arréte pas. On a enfin 


AS aa las Ar Be =F By =F B'^ = v yam = 
8 (3s EEC, EC) — (CE + C» + C"y"6(£, x) 


la substitution (A, B, C) étant une substitution quelconque du groupe. 
19. Je dis maintenant que, si m est suffisamment grand, on peut 
trouver deux fonctions 6, qui ne soient pas dans un rapport constant. 
Soient 8, et 6, deux fonctions, correspondant aux fractions ration- 
nelles À, et R,; formons l'expression 


BE, DO, 7) — QE, JR, 7) 


(€, xy) et (€, 7’) étant deux points arbitraires. 

En nous supposant dans le cas général où nous nous sommes placé 
d'abord au paragraphe précédent, considérons le domaine 5 autour du 
point o. Les points (£, 7) et (&, 7’) étant dans ce domaine, l'expression 


* 


précédente différe peu de 


RAE, x) RE, 7) — BG, 7) BE, 7) 
N 
si m est suffisamment grand; elle n’est done pas identiquement nulle, si 
les fonctions À, et R, sont arbitraires, comme nous le supposons; par 


: : 8 Tu x 
suite le quotient 6. ne se réduit pas à un facteur constant. 
2 


Ce résultat si simple est extrémement important, car de cette manière 
se trouve établie en toute rigueur l'existence d'une fonction qui ne change 
pas, quand on fait sur les variables une substitution quelconque du groupe 
G. Si on pose en effet: 


FG, 7) = $69 


la fonction F satisfera aux relations 
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(& + An +A" BE.+ By + B^ 
Se ite ae One Og FC 





) = FG, 7). 


Nous donnerons à la fonction F le nom de fonction hyperfuchsienne. 

On peut obtenir évidemment une infinité de fonctions hyperfuchsiennes; 
des considérations toujours analogues, où l’on se sert d’un nombre m suf- 
fisamment grand, montrent que, les fractions rationnelles dont on dispose 
étant prises arbitrairement, toutes ces fonctions ne sont pas fonctions de 
l'une d'entre elles. 

20. La fonction @(£, 7) est une fonction holomorphe de € et y 
dans le domaine S défini par l'inégalité 


Se ae ale 


Considérons un domaine fondamental (A) (paragraphe 16); et soit A un 
point commun à R et a la surface de S. Nous nous proposons mainte- 
nant de rechercher la valeur de la fonction 0 au point A. 

Pour employer les mémes notations qu'au paragraphe 15, nous 
pouvons admettre que le point A est le point $ — 0, y = — 1. Soit 
une substitution quelconque du groupe @ 


Le A: A; SF Ain ar A"; (es NEL. 
LOT Colas Our O's d] Modi 











Si nous posons, comme plus haut, 


E I 
) E cw 
Jac I Dap À 





au groupe G relatif à € et 7, correspondra un groupe G, relatif 
et v, et posons: 


I 


gi(u, v) = rag D(u, v) = FE 


Considérons la fonction @ définie, comme on se rappelle, par la série 


86) DR Del 


Acta mathematica. 6. Imprimé 8 Mai 1884. 22 
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DT fuel MS Ser 
ou la notation T désigne, suivant l'usage, le déterminant fonc- 
3 f 


tionnel de f, et F, par rapport à € et y. Or on a 


Di, T) “DOG 7) Be, 0) D(fi, Fi) Digi, ®) 0) _ D(u, v) v) 
DE, 7) D(w,v) | DE, a) D(ei, D). “Diu, v) DE, IX£, 7) 





et par suite 
D(fi, F) =, I : D(gi, @;) 
D(E, 7) d? Du, v) 





et l'on peut écrire: 


. 5 D(o;, 9) |" 
OS, x om > RG fo F, ? on =: | E AA Deom. 


0; 
Nous poserons maintenant 
BE, 7) — lo); 


d’après sa forme méme la fonction 6,(w, v) est analogue a 6(&, 7) 


, x : . = n € (gi, ®;) = 
cest a dire qu’elle se reproduit, multiplie par [ee 2 quand on 


remplace « et v respectivement par ¢,(w, v) et M(u, v). 


D'ailleurs puisque 


I.r- I 


6, ( (u, v) -> R (f. ; FE) ce + C» y+ 0 E yim 





on voit que 6, tend vers zéro; quand & et 7 tendent respectivement vers 
o et —1, car la série est convergente et chacun de ses termes tend 
vers zéro. Etudions plus complètement cette fonction 6,(w, v); tout 
d'abord elle est définie seulement pour les valeurs de w et v qui correspon- 
dent au domaine S, ce qui donne ici, en posant « — w' + iu", v — v' + iv" 


a’ 2 1 4 w^ -rw" 


Parmi les substitutions du groupe G, nous en avons (paragraphe 15) 
signalé trois partieulierement intéressantes; ce sont 
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|^ U, W, U = 
? , , à 











ub a} b' 
|^ VU, ur —, 9—-—u--s(ub— Zu 

ye v2 : 

ul ak base Msz 
|^ vo, ur —, v€— -— (ub, va) |. 
u yo vo 0 


"ur 


= aa b - as de - 
Je rappelle que —— est purement imaginaire, et que les deux entiers 
* 0 





[i et y ne sont pas dans un rapport réel. Si on désigne par 
(wu, v, u+ M, v + Nu + P) 


une quelconque de ces substitutions, il résulte de ce qui a été dit sur la 
fonction 6, que 


(1) 8, (u + M, v+ Nu + P) = (u, v). 


De cette propriété nous allons immédiatement déduire un développement 
de 6,. Pour une valeur fixe donnée à u, 6, 
uniforme et continue pour toute valeur telle que 


est une fonction de v, 


2U 5 1 d- Ww? 4p u”. 
On a d'ailleurs d'aprés (1) 


aa b 


6, (v. 6 ERG ) = 0, (u, v); 





cette fonction de v est done développable en série ordonnée suivant les 


2zió 3 
- : uidet E Lc 2710 SE 
puissances croissantes de e “” si la quantité réelle zyp est positive et 
a 
= 27i 3 
de e ^" dans le cas contraire. Nous pouvons donc écrire, en nous 
ex \ 2rio 
plaçant dans la premiere hypothèse et posant 777 — d 


8,(u, v) = 06,(u)e ^" + O,(u)er* + ...+ 6, (w)e "" +... 


nous ne mettons pas de terme indépendant de v, puisque la fonction doit 
sannuler pour v = co, c'est à dire €" — o. 
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Les coefficients #,, 6,, ... sont des fonctions holomorphes de x. 
Nous allons trouver les propriétés fondamentales de ces fonctions 6, 
en écrivant que | 








b F 
e TEL. — a4 gb, 0) = 8,(u, v) 
vo \ 
Pr y y 
6, |^ +—, v— u + 5 (Hb, — va) = 6,(u, v). 
ye vo * 
On trouve ainsi 
na'id n 
/ it — (ub, — va^) 
0, (w + =) — € Na 8, (wu) 
vo, 
(2) na' i'd ndb' 
1% ——u + (i b--»'a^) 
A, (» — ly EDU : . 0,(u). 
\ 0 / 3 


La fonction #,(u) est donc une fonction intermédiaire. Nous appelons 
avec MM. Brior et Bovuqurr fonction intermédiaire une fonction holo- * 
morphe f(w) qui satisfait aux équations 


fa + o) ea), fw-Le)--ews- TE. 


: - Ao! — Aw SAT : ; 
On sait que le quotient ———— — doit être un entier réel. Assurons nous 


E 


que cette condition est effectivement vérifiée; ce quotient est ici 
na b(pÀ — p 2) 
aab 


or on à (paragraphe 1:5) 
a — i, px — pd = 2tt bai; 


le quotient se réduit alors a 2ntt,a’, c'est bien un entier réel. 

Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant qui est fondamental 
pour la suite de cette étude. 

La fonction 8(£, y) peut, dans le voisinage de & — o, y= —1 se 
mettre sous la forme 


(8, 7) = vll (u)e + 6,(u)e +... + 06, ()e7 +...) 
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3 
ou 
= I 


Ww =- Ses et d>o. 








Les fonctions 8,(u) sont des fonctions holomorphes de u pour toute valeur de 
u; ce sont des fonctions intermédiaires satisfaisant aux équations (2). 

On conclut de la forme précédente que 6(€, 7) tend vers zéro quand 
le point (€, 7) tend vers £— 0, 7 = — 1. 

21. Quelle que soit la fraction” rationnelle A, la fonction 6(&, 7) 
peut sannuler pour certaines valeurs de & et 7; ce sont les points qui 
restent invariables pour une substitution convenable du groupe (para- 
graphe 16). Ces points sont situés sur la limite du domaine fondamental 
HR; s'ils sont en nombre limité, ce sont des sommets et dans le cas où 
il y en a une succession continue, ils forment des arêtes de ce domaine. 
Soit (£, 7) un tel point et (4, B, C) 4 substitution qui le laisse invariable. 

La relation générale: 





E + Ay A 7 BE + BS 


+ B" 
ENST ^0 05 ECS TE A 


:) = (CE + Cy + C"y"8(£, x) 


nous montre que 
O(E, 7) — (CE + Cy + C'Ÿ"O(E, 7). 


Nous avons désigné par # l'expression C£ + C'z + C" (paragraphe 16) 
et formé l'équation du troisième degré donnant k. On voit que si la 
valeur de k qui correspond au point (£, 7) ne satisfait pas à l'équation 


ken Ll 
on aura nécessairement 


HE, 7) = ©. 


Il pourra done y avoir certains sommets ou certaines arêtes du 
domaine fondamental pour les points desquelles la fonction 4 s'annulera 
quelle que soit la fonction rationnelle R(é, y) qui figure dans la forma- 
tion. En dehors de ces points qui sont sur la limite du domaine fonda- 
mental À, il n'y aura pas dans ce domaine de points pour lesquels 6 
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sannulera quelle que soit R; c’est ce qu'on peut montrer, en toute rigueur, 
par un raisonnement analogue à celui dont nous avons fait usage au 
paragraphe 18. 

Ceci posé, je considère maintenant deux fonctions 6 et 6,, relatives 
au méme nombre entier m et correspondant respectivement aux deux 
fractions rationnelles arbitraires À et R,. Envisageons les deux équations 


DE, 7) =0, 8&(&5-o. 


R et R, étant quelconques, elles n’auront dans le domaine R d'autres 
points racines formant une succession continue que les aretes particulières dont 
nous avons parlé plus haut, s'il en existe. Je dis de plus, que, abstraction 
faite de ces points, le nombre des racines communes à ces deux équations 
dans l'intérieur du domaine R est fini. 

Il ne peut y avoir de difficulté qu'à cause des points À communs 
au domaine À et à la surface de 5; c'est seulement dans le voisinage 
de ces points qu'il pourrait y avoir dans le domaine R un nombre 
infini de racines (ne formant pas d'ailleurs une succession continue) 
communes aux deux équations. Or considérons un tel point A, que nous 
supposons, comme plus haut, être le point € — 0, y — — 1. On a: 


0(£, x) = v"[0,(u)e ^ + due +... + 6, (u)e "" +... 

6,(E, 4) =v" [A (ue + 8,(w)e 7^ +... + S (uje™ +...] 

et en supprimant le facteur v^", les équations précédentes s'écriront: 
ea, (u) + 0,(n)e 7 3- ... + 6,(u)e C9 udo 
e [A (wu) + 8,(u)e tt +... Haw)e EE] o. 


On sait d'ailleurs, que, quand (€, 7) à l'intérieur de R s'approche de 


£— 0, y = — 1, la quantité v' (on pose v — v' + iv”) est positive et 
grandit indéfiniment. Les équations (1) ont donc la racine e^ = o, ce 
qui donne £-— 0, y — — r. Il peut arriver que tous les coefficients 


# et # aient une racine commune en uw, v sera alors arbitraire et on 
aura une succession de points correspondant à une aréfe issue de A (voyez 
paragraphe 17). A l'exception de ces valeurs, il y aura seulement un 


E 
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nombre fini de racines communes aux équations (1), pour lesquelles e^ 
sera moindre qu'une quantité =, aussi petite que l'on voudra. Les deux 
équations 


BE n—0, 0,8, 7) =0 


ont donc seulement un nombre limité de racines communes à l'intérieur 
d'un domaine fondamental. 

22. Ce nombre fini de racines, pour un groupe donné et une valeur 
donnée de m, est indépendant des deux fractions rationnelles R et R, 
qui figurent dans la formation des fonctions 6 et 6,. On peut concevoir 
en effet une fraction rationnelle dépendant de certains paramétres arbi- 
traires, coincidant pour des valeurs particulicres de ceux-ci d'abord avec 
R et avec R,. Pour une variation infiniment petite de ces paramètres 
le nombre des racines reste le méme; d'ailleurs si pour des valeurs 
spéciales des paramètres une ou plusieurs racines sortent du domaine 
fondamental par une certaine face, on est assuré que des racines en 
nombre égal entreront dans le domaine par la face opposée: le nombre 
des racines est donc constant. 

En prenant le quotient de deux fonctions 6, on obtient une fonction 
F(E, 4) qui reste invariable par les substitutions du groupe G: nous 
donnons le nom de fonction hyperfuchsienne a toute fonction de cette 
nature. Il résulte immédiatement du théorème établi au paragraphe 
précédent qu'entre trois fonctions hyperfuchsiennes existe une relation algé- 
brique. 

Ceci posé, nous allons montrer qu'on peut trouver trois fonctions 
hyperfuchsiennes relatives au groupe G, telles que toute autre fonction 
hyperfuchsienne soit une fonction rationnelle des trois premières. Prenons 
d'abord deux fonctions hyperfuchsiennes quelconques indépendantes F et 
E: 


13 @ et b étant deux constantes arbitraires, nous considérons les équations 


FE, 7) 05 F (SE 7) — 


et soit # le nombre de leurs solutions à l'intérieur du domaine fondamental, 
HE 
que nous désignons par 


(1) (Es m)» (sm), Er Mn) 
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a et b étant arbitraires, on peut supposer que ces n points sont à l'in- 
térieur et non sur la limite du domaine fondamental, c'est à dire que 
pour chacun d'eux il n'y a que la substitution unité qui le laisse invariable. 

En raisonnant toujours comme dans un paragraphe précédent, nous 
montrons que 6 et 6, étant deux fonctions correspondants aux fractions 
rationnelles À et R, et à un entier m, le quotient 


aura certainement, si m est pris suffisamment grand, et si À et R, sont 
queleonques, des valeurs distinctes pour les points de la suite (1). 

On conclut de là que toute fonction hyperfuchsienne est une fonction 
rationnelle de F, F, et F,. On a d’ailleurs entre ces trois fonctions une 
relation algébrique: 


fF, Fi À)—0: 


23. Les fonctions hyperfuchsiennes peuvent être obtenues par l'in- 
version des quotients de trois solutions communes d'un système d'équations 
aux dérivées partielles. Reprenons les deux fonctions F, et F, du para- 


graphe précédent. Je pose : 
z— FE, 7), y= FE, v) 


et soient les trois expressions 








3 — 
A oF oF. oF oF » E A 5 
3 zy Z———— CORTAS UE M Yee 
9 97 On 9 


z, et z, sont des fonctions de & et 7 et peuvent par suite être consi- 
dérées comme des fonctions de x et y. Or, quand on a trois fonctions 
de deux variables indépendantes æ et y, on peut former un systeme de 
trois équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre, aux- 
quelles satisfont ces trois fonctions; soit, en désignant suivant l'usage par 


p, 9, T, S, t les dérivées partielles de z, 


ei» 


y — ap + bq + cz 
s=aptbat+cz 
t=a,p+b.q+ Ce. 
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Dans la première équation, on substituera a la place de z successive- 
ment z,, z, et z,, et on aura trois équations du premier degré pour 
déterminer a, b, c; on déterminera d’une manière semblable les coefficients 
des deux autres équations. 

Les neuf coefficients précédents seront des fonctions de x et y: je 
dis qu'ici ce sont des fonctions algébriques de x et y. Il suffira, pour 
l'établir, de faire voir que ces coefficients sont des fonctions hyper- 
fuchsiennes de & et 7. 


Prenons par exemple a, b, c; ils seront déterminés par les équations 


92 ez 
1 1 - 1 - 
oz" ox °y P 








By ans: Li b 2 Cz 
04° 9x 7 oy rae", 
9z, 9z, 02, 

= jose TE 
9x? ary ae oy 645 


a, b, c seront des quotients de déterminants. La denominateur commun est 





Ch Ce 
a dy ^] 
KEINE 
CN en TE 
CLERC 
| or | Qy : 


et en remplaçant z, et z, respectivement par £z, et zz, , on trouve de suite 








Mais : 
dE 97 96 97. Py I er 
Da dy dy 9x  OF,0F, oF, oF,’ 
95 9 07 9» . 


par conséquent, le déterminant est égal à l'unité. 
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Soit maintenant le déterminant: 








9 ^£, 92, 2 
92: dy. 2 
072, 9, 

2 ee ee 
ow oy 3 


il se réduit à 





‘9E 07 e£ aL) ELA 


4 ( 0°E On 9598 
^ Mem ay dy ox] ^! 9x ; 


Fax — 


02 dy  0æ°0y 


= 


Or les dérivées partielles de € et 7 par rapport à x et y sont évidemment 
des fonctions uniformes de £ et 7, car on peut les tirer par différentiation 
des équations 


m = FE, 7), y = F6 4). 


z est de plus une fonction uniforme des mêmes variables et par suite 
9 02, . , \ \ ez 

Zi—- qui représente à un facteur prés —. 
9a ow 


23 
1 


Le déterminant est done une fonction uniforme de £ et 7. On peut 
reconnaitre par une vérification directe que cette fonction est une fonction 
hyperfuchsienne; on y parvient plus simplement de la manière indirecte 
que voici. Lorsqu'on fait sur (£, 7) une substitution quelconque du 

; 


" - ma ^ Q » d a! - >! Qe 
groupe, 2,, 2, et 2, se changent en 2;, 2; et 2;, et on a: 


a= Cz, + Cz, + 60%, 

at == -] - ^s 

RSS A2, + Ag + Ae #1] 

e = Ba, + Ba, + Bra, 
les A, B, C étant des constantes. D'ailleurs » et y reprennent les mêmes 
valeurs quand &, 7 partant d'un systeme de valeurs arbitraires aboutissent 


à un systéme de valeurs équivalentes (c'est à dire qui se correspondent 
par une substitution du groupe); on a, par suite, pour déterminer les 
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transformées de a, b, c les mêmes équations que pour déterminer «, b, e: 
c'est dire que ces fonctions sont des fonctions hyperfuchsiennes. 

Nous pouvons done énoncer la proposition suivante: 

Soient les trois fonctions hyperfuchsiennes 





a—=F(, 7), y=F,(E, 9), 2= F(E ») 


du paragraphe précédent, liées par la relation algébrique 


(1) f(a, y, 2) = 0 
on peut former un système de trois équations aux dérivées partielles 
072 oz 92 
= a + b— + cz 
Ou” 92 i 27 E 
9?z oz ez 
=d—+),—+ 62 
929) 19% i5 1oy aM 





92 92 92 

de + er» +62 

où les a, b, c sont des fonctions rationnelles de x, y et z [z étant la fonc- 
tion algébrique de z et y définie par (1)]; ces trois équations ont trois 
solutions communes linéairement indépendantes z,, 2, et z,, et si on pose 


Za = z ds 
— = S , i — 7] 
27 zh 


ces équations résolues par rapport à x et y donnent précisément 
a= F6,» y= Fr). 

24. Nous avons indiqué les propriétés les plus simples des fonctions 
hyperfuchsiennes; je ne pousserai pas en ce moment plus loin cette étude, 
me proposant d'y revenir ultérieurement, aprés avoir fait une étude 
approfondie de quelques cas particuliers. 

Je vais revenir, en terminant, sur un exemple de fonctions hyper- 
fuchsiennes dont je me suis précédemment occupé (Acta mathematica, 
T. 2); cet exemple ne se rattache pas aux formes quadratiques ternaires 
à indéterminées conjuguées relatives aux entiers complexes a+ bi de 
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Gauss, mais aux entiers formés avec les racines cubiques de l'unité, mais 
il est clair que des considérations analogues à celles dont nous avons fait 
usage dans ce mémoire peuvent étre employées dans ce nouveau cas. 

Nous avons vu que les trois équations linéaires simultanées aux 
dérivées partielles 


ga (a — 1) — y)r = (— 5a? + gay + 30 + 2y)3p — 3y(1 —9)a + (x —y)z 
3@—y)s = p — 9 
oy(y — 1)(y — 2)t = — 30(1 — 2)p + (— 59° + 4ay + 3y + 22)8 
+ (y — a2 


qui rentrent dans le type du paragraphe précédent, ont #rois solutions 
communes linéairement indépendantes, et nous avons montré qu'en désig- 
nant par ©,, @, et w, trois solutions convenables, les équations 


donnent pour z et y des fonctions uniformes de w et v, et ces fonctions 
ne sont définies que pour les valeurs de u et v, comprises dans le domaine: 


29 + ul? -E ww" o 
en posant 


u=utm, 9 —9' + w". 


J'ai indiqué dans le mémoire cité les substitutions fondamentales du 
groupe relatif aux fonctions hyperfuchsiennes x et y; c'est la un point 
sur lequel je veux faire une rectification. Les substitutions désignées par 
S,, S,, S, (Acta mathematica, T. 2, p. 127 $ 4), ne constituent pas 
toutes les substitutions fondamentales; elles ont été obtenues en laissant 
x constant et faisant varier y; par suite d'une erreur de calcul, j'avais 
cru que les substitutions obtenues en laissant y constant et faisant varier 
x rentraient dans les précédentes. J'ai reconnu depuis que le fait n'est 
pas exact, et trouvé ainsi deux nouvelles substitutions. En définitive, le 
groupe sobtiendra en combinant de toutes les manières les cing substitu- 


. . . 27 Hy CEL 
tions qui suivent (A = Be + sein): 
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| U = Wu — (A— 1) 
: Er men u A 


| U = Wu + (1 — 2) 











S. 
(5) IE ne ET (3 
Au | U = hu 
(S;) | we 
ne U 
i DE eae 
(Sj) we in Eque) 


— 2A+4 (£^ — 1)v 


(A — 2)v + Pu 
|» 1-4 (2 — Dv 4 (1 — Nu 





v 


1+ (A — N) + (1 — Au‘ 


NS 





Je me propose de faire, dans.un autre travail, l'étude approfondie de 
ce cas particulier, qui me parait d'autant plus intéressant qu'il se rattache 
«a une classe particuliére de fonctions abéliennes. Je montrerai seulement 
quelles sont ici les trois substitutions permettant de mettre toute fonction 
0, correspondant au groupe, sous la forme dé développement en série du 
paragraphe 20. 

Ces substitutions se tirent de S,, S, et S.. 

En faisant le produit de S, et de S,, on a 


U—=u+:—} 


(1) V — v -4- A —1)u— (1 — 2. 


De méme en composant S, et S,, il vient: 


U=u+i1—A 


v) Ws dci OS (N, 
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En combinant S, et S, on a d'autre part 


U=u+a—i 
V=v+ (1—3)u — (1 — 2). 


Faisant le produit de cette dernière substitution avec la substitution 


(2), nous obtenons 
Gu 


V = © + }° — 1. 


Les substitutions (1), (2) et (3) ont la forme des trois substitutions em- 
ployées au paragraphe 20. 
Le domaine que nous avons ici à considérer est définie par l'inégalité 


27' Hu EF w"? co. 


Un changement de variable bien simple, permet de le transformer dans 
le domaine hypersphérique, auquel nous avons tout ramené dans ce 
travail. Que lon pose en effet 








Au domaine précédent correspondra le domaine hypersphérique 
So T Mo < 1: 


Pour le groupe précédent, toutes les fonctions hyperfuchsiennes corres- 
pondantes s'expriment en fonction rationnelle de deux d'entre elles, con- 
venablement choisies, par exemple les fonctions x et y; il ne correspond 
en effet à un systeme de valeurs de x et y, qu'un seul systeme de 
valeurs de w et v, en faisant bien entendu abstraction de celles qui s'en 
déduisent par les substitutions du groupe. 


Paris, le 15 Janvier 1884. 





ZUR THEORIE DER 


STETIGEN FUNKTIONEN EINER REELLEN VERANDERLICHEN 


VON 


LUDWIG SCHEEFFER 


in MUNCHEN. 


Sir. 


Ein Hauptsatz der Integralrechnung lautet: 

Wenn die vorderen (hinteren) Differentialquotienten zweier stetigen Funk- 
tionen F(x) und f(x) in einem Intervall z,v, überall endlich, bestimmt 
und einander gleich sind, so besteht für alle Werte von x, die dem Intervall 
angehören, die Gleichung 


F(a) = f(x) + const. 


Dieser Satz, welcher fir differentiirbare Funktionen gilt, ist ein spe- 
cieller Fall des folgenden allgemeinen Satzes, welcher sich auf stetige 
Funktionen überhaupt bezieht. E 

Wir bezeichnen, wie dies schon in $ 1 der Untersuchungen über Rec- 
tification der Curven (') geschehen ist, dre Unbestimmtheitsgrenzen des vor- 
deren und hinteren Differentialquotienten einer Funktion als vordere obere, 
vordere untere, hintere obere, hintere untere Ableitung (Derivirte) und wenden 
die vier Symbole D*, D,, D^, D_ für diese Begriffe an. Dann gilt der 

Satz I. .Es seien F(x) und f(x) zwei für alle Punkte des Intervalles 
£,2, definirte stetige Funktionen. Wenn dann die vordere obere Ableitung 


(') Acta Mathematica, T. 5, p. 52. 
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von F(x) (oder die vordere untere oder die hintere obere oder die hintere 
untere) überall endlich und gleich der entsprechenden Ableitung von f(x)-ist, 
so ist für alle Werte x, die dem Intervall angehören, 


F(a) = f(x) + const. 


Beweis. 
Es sei im ganzen Intervall 2,2, 
D*F(z) = D*f(z). 
Wir bilden die Funktion 
g(x) = ex + F(x) —f(2), 


in welcher ¢ eine willkürliche positive Constante ist. Dann wird not- 


wendig 


D*e(z) 2 €. 


Nehmen wir nämlich eine zweite positive Constante 9 an, so existiren 
zu jedem Werte von v beliebig kleine positive Werte h, für welche 


Eg EM EKG) > D* F(x) — 0 
h 


ist. Ausserdem wird für alle positiven Werte h, die unterhalb einer ge- 


wissen Grenze liegen, 


FE AE) — < D* f(x) + à. 


Es giebt also beliebig kleine Werte h, welche der Bedingung 


F(a + Ll Eie). f(x = =D) Ne uod 
à k 


oder, was dasselbe ist, der Bedingung 


g(a + h)— e(x) 


SiC 20 
h 
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^ 


.genügen. Demnach ist D*e(x) 2 c— 29, und, da 2 beliebig war, 
D* g (v) 2. c. 

Wir behaupten weiter, dass die Funktion e(x) — ¢(z,) im Intervall 
mQm.(r, € r,) niemals negativ wird. Wäre sie nämlich an der Stelle 2’ 
negativ, so würden die Werte v» zwischen x, und +’, für welche sie positiv 
oder gleich o ist, eine obere Grenze x” haben. Da die Funktion stetig 
ist, würde c(z")— e(x,)— o sein, und cs müsste für jeden Wert 
h « x'— x" die Relation e(z" + h) — e(z") « o bestehn, welche mit der 
vorher gefundenen Relation D*e(x) 2 c unvereinbar wäre. 

Daraus folgt. weiter, dass auch 


[E (x) — f(«)] — LF (2) — f (2)] 


an keiner Stelle negativ werden kann. Anderenfalls würde, wenn man 
der Constanten c einen genügend kleinen Wert gäbe, auch c(r) — c(x,) 








negativ werden, was unmöglich ist. 
Vertauscht man in den vorhergehenden Entwickelungen F(x) mit 
f(x), so ergiebt sich schliesslich, dass auch die Funktion 


[f (x) — F(2)| — tfl) — FG) 
niemals negativ, oder, was dasselbe ist, dass die Funktion 


Fe) — f(2)) — Flo) — fl) 


niemals positiv wird. Da wir eben sahen, dass diese Funktion niemals 
negativ wird, folgt, dass sie beständig gleich o ist. D. h. es besteht die 
Gleichung 


F(x) — f(x) = F(x,) — f(x,). 


w. z. b. w. 


Der. Satz I lässt verschiedene Erweiterungen zu. Um dieselben zu 
formuliren, nehmen wir eine Bezeichnung von Herrn G. Caxrom an: Eine 
im Intervall z,z, beliebig definirte Punktmenge P besitzt den Inhalt 3, 
wenn nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Grösse 2 die Menge 


Acta mathematica. 5. Imprimé 7 Mai 1884. 24 


186 Ludwig Scheeffer. 


P immer in eine endliche Schaar von Intervallen eingeschlossen werden, 
kann, deren Summe kleiner als 3 + 9 ist, während es unmöglich ist, die 
Punktmenge in eine endliche Schaar von Intervallen einzuschliessen, deren 
Summe kleiner als 3 ist. 

Der Begriff einer Menge von Werten x mit dem Inhalt Null ist 
hiernach identisch mit dem von Herrn Harnack angewandten Begriffe 
der discreten Wertmenge. 

Satz II. Wenn man von zwei im Intervall x,x, überall eindeutigen 
und stetigen Funktionen F(x) und f(x) weiss, dass die Gesammtheit der 
Werte von F(a) — f(x), welche denjenigen Stellen entsprechen, an denen die 
vorderen oberen Ableitungen D* F(x) und D*f(x) (oder die vorderen unteren 
etc.) entweder nicht beide endlich oder nicht einander gleich sind, höchstens 
eine Menge mit dem Inhalt Null bildet, so ist im ganzen Intervalle 


F(a) = f(x) + const. 


Beweis. 


Wir bezeichnen diejenigen Stellen z, an welchen die Grössen D* F(x) 
und D* f(a) entweder nicht beide endlich oder nicht einander gleich 
sind, kurz als singuläre Stellen, die entsprechenden Werte der Funktion 
y = F(x) — f(x) als singuläre Werte von y. 

Liegt weder im Inneren noch auf der Grenze eines Intervalles xx’ 
ein singulärer Wert von x, so ist die Funktion y in diesem Intervalle 
nach Satz I constant. Wir behaupten, dass y an keiner Stelle x einen 
von y, = F(r,) — f(x,) verschiedenen Wert haben kann. 

Hätte nämlich für 2 = z' die Funktion y den Wert y' — y, +6, 


wo ¢20 ist, so könnte man unter den zwischen y, und y' gelegenen 


AV 


Grössen diejenigen, welche singulären Werten von y gleich sind, nach 

Voraussetzune in Intervalle schliessen, deren Summe kleiner als ¢ wiire. 
D , 

Es liesse sich also zwischen y 


, und 5' jedenfalls ein Intervall von angeb- 


barer Länge bestimmen, welches keine einzige Grösse enthält, die einem 
singulären Werte von y gleich wäre. Die Grenzen eines solchen Inter- 
valles seien y — a, und y=«, wo a, 
an y,, a die näher an y' gelegene dieser beiden Grössen. — Die stetige 


Funktion y wird zwischen x, und 2’ alle im Intervall y,y' gelegenen 


za, und zwar sei a, die näher 
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Werte annehmen, es müssen also zwischen x, und z' Werte von x vor- 
kommen, für welche y= a, wird. Ist £, die obere Grenze dieser Werte, 


, 


Im Intervalle £x wird y alle zwischen 


puwird 3.— a; für 26; 


a, und y gelegenen Werte annehmen. Wir bezeichnen die untere Grenze 


der in diesem Intervall befindlichen Werte x, für welche y =a’ wird, 
mit &. Dann nimmt y für x — den Wert a’ an. Im Intervall €€ 
liegt y offenbar immer zwischen den Grenzen a, und a’. Dieses Intervall 
enthält also keinen singulären Wert von x. Daher müsste, wie zuvor 
bewiesen ist, y innerhalb desselben constant und folglich « = a, sein. 
Dies ist aber nicht der Fall. 

Die Annahme y = y, + c (cz o) führt also zu einem Widerspruche. 
Es wird daher y = y,, d. h. allgemein 
F(x) — f(x) = F(1,) — f(%) 


sein. w. Z. b. w. 


2 
À: 


On 


Der Satz II enthält implicite den folgenden 

Satz IIa. Wenn man von zwei im Intervall x,x, überall eindeutigen 
und stetigen Funktionen F(x) und f(x) weiss, dass die Gesammtheit der 
Stellen x, an denen die vorderen oberen Ableitungen D* F(x) und D* f(x) 
(oder die vorderen unteren etc.) entweder nicht beide endlich oder nicht ein- 
ander gleich sind, höchstens eine Menge P bildet, deren Ableitung (') P’ end- 
lich oder abzählbar unendlich(*) ist, so ist im ganzen Intervall 


F(x) = f(x) + const. 


Um zu zeigen, dass dieser Satz in dem Satze II enthalten ist, brauchen 
wir zwei Hülfssätze. 

Hülfssatz I. Es sei y eine im Intervall a,x, überall eindeutig de- 
finirte, stetige Funktion von x. Wenn dann P irgend eine Menge von 
Werten x ist, deren Ableitung P’ endlich oder abzählbar unendlich ist, so 
-bilden die zugehörigen Werte von y ebenfalls eine Menge Q, deren. Ableitung 
Q endlich oder abzählbar unendlich ist. 





(*) Nach der Definition von Herrn G. Cantor. 
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Beweis. 


Es sei b irgend ein Wert von y, welcher zur Menge @' gehört. 
Dann giebt es in jeder Nähe der Grösse à unendlich viele Werte, die zur 
Menge Q gehóren. Da jedem dieser Werte mindestens ein zur Menge P 
gehöriger Wert von x entspricht, und da alle zu verschiedenen. Werten 
von y gehörigen Werte æ von einander verschieden. sind, giebt es min- 
destens eine Stelle x — a mit der Eigenschaft, dass in jeder Nähe der- 
selben unendlich viele Stellen liegen, die zu P gehóren und denen Werte 
„von y entsprechen, die sich beliebig wenig von D unterscheiden. An der 
Stelle x — a, welche zur Menge P’ gehört, nimmt die Funktion y, da 
sie stetig ist, notwendig den Wert à an. 

Hiermit ist bewiesen, dass jedem Werte y — b, der zu @ gehört, 
mindestens ein Wert x = a entspricht, der zu P’ gehört. Die Werte von 
y, welche allen in P’ vorkommenden Werten von z entsprechen, enthalten 
also sämmtliche Werte der Menge Q' Die Menge Q' ist daher endlich 
oder abzählbar unendlich, da P’ nach Voraussetzung endlich oder ab- 
zählbar unendlich ist. 

Hülfsatz II. Jede in einem endlichen Intervall enthaltene Wertmenge, 
deren Ableitung endlich oder abzählbar unendlich ist, hat den Inhalt Null. 

Der Beweis dieses Satzes ist von Herrn G. Canror gegebeu worden 
(Mathematische Annalen B. 21, p. 54). 


Beweis des Satzes IIa. 


Die Gesammtheit derjenigen Stellen x, an denen die Ableitungen 
D* F(x) und D*f(x) entweder nicht beide endlich oder nicht einander 
gleich sind, bildet nach Voraussetzung eine Menge, deren Ableitung endlich 
oder abzählbar unendlich ist. . Dasselbe gilt nach Hülfssatz I von den 
entsprechenden Werten der Funktion y= F(r)— f(x). Die Gesammtheit 
der Werte y, welche den Stellen von der angegebenen Art entsprechen, 
hat also nach Hülfssatz II den Inhalt Null. Folglich sind die Voraus- ° 
setzungen des Satzes II erfüllt und der Satz ll. ist auf jenen Satz zu- 
rückgeführt. 
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§ 4. 


Der Satz I lasst noch eine andere Erweiterung zu, in welcher einige 
von den Herren pv Bors-Reymonp(') und Harnack(*) gegebene Erweite- 
rungen des Fundamentalsatzes der Integralrechnung enthalten sind. 

Wir sagen, eine Funktion sei in der Umgebung einer Stelle x grösser 
als jede endliche Zahl, wenn nach Annahme einer beliebig grossen Zahl 
G in jeder Nähe der Stelle » andere Stellen existiren, an denen die Funk- 
tion grösser als @ ist. | 

Dann besteht der 

Satz III. Wenn man von zwei im Intervall x,x, überall eindeutigen 

“und stetigen Funktionen F(x) und f(x) weiss, 

1) dass die Gesammtheit der Stellen x, an welchen die vorderen oberen 
Ableitungen D* F(x) und D*f(x) (oder die vorderen unteren etc.) beide 
endlich, aber um mehr als = von einander verschieden sind, für jeder posi- 
tiven Wert von = höchstens eine Menge mit dem Inhalt Null bildet; 

2) dass die Gesammtheit der Werte von F(x) — f(x), welche den 
Stellen x entsprechen, an denen oder in deren Umgebung mindestens eine der 
Grössen D* F(x) und D* f(x) absolut grösser als jede endliche Zahl ist, 
ebenfalls eine Menge mit dem Inhalt Null bildet; 

so ist im ganzen Intervalle 


€ F(a) = f(x) + const. (*) 


Zum Beweise brauchen wir einen Hülfssatz, den wir, obwohl er be- 
kannt ist,(* der Vollständigkeit wegen, kurz beweisen. 


, 


(^ Mathematische Annalen, B. 16, p. 115—128. 

() Mathematische Annalen, B. 19, p. 235—279. 

(^) Einige von Herrn HARNACK angegebene Sätze (Mathematische Annalen, 
B. 19, p. 239—245), in welche unser Satz III für den Fall übergeht, dass F(z) und 
f(#) Funktionen mit integrirbaren Differentialquotienten sind, in welchen indess die Be- 
dingung 2) nicht berücksichtigt ist, sind ungenau. Cf. Untersuchungen über Rectification 
der Curven, Beispiel I zu Theorem IV, Beispiel 2 in der Bemerkung zu Theorem VI. 

(*) Cf. Dısı, Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali, p. 193—194. 
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Hülfssatz III. Wenn y eine von x, bis x, stetige Funktion von x ist, 
und wenn die vordere obere Ableitung (oder die vordere untere etc.) überall 
zwischen den Grenzen G und @ (G > G’) liegt, so liegt auch der Quotient 
Y—Y 2. FER - ? : " 

- für beliebige Werte von x und x' zwischen denselben Grenzen. 





Beweis, 


: ES =, y = : Jc an 
Es sei 4 >a. Ware $——3 G, so könnte man eine positive Grosse 
= — & 





c so klein annehmen, dass, wenn z — y —(G + c)r gesetzt wird, die 
Differenz 2 — z positiv, etwa gleich 2, würde. Dann müsste für x eine 
obere Grenze z"(« x’) existiren, wo die Relation z' — z" = ö zum letzten 
Mal erfüllt wäre. An dieser Stelle wäre D*z" — o, also D*y" 7 G -- c, 
was gegen die Voraussetzung ist. 


Wäre aber Es G', so kónnte man die positive Constante c so 


klein annehmen, dass, wenn z = y — (G' — c)x gesetzt wird, die Differenz 


z — z negativ, etwa gleich — 9, würde. Dann müsste für x eine obere 
Grenze z"(« x’) existiren, wo die Relation z' — z" = — 9 zum letzten 
Mal erfüllt wire. An dieser Stelle würde D*;" < o, oder D*y" € G' — c, 


was wiederum gegen die Voraussetzung ist. 


Beweis des Satzes III. 


A) Wir nehmen zunächst an, dass es keine einzige Stelle im Intervall 
r,r, oder auf der Grenze desselben giebt, an welcher oder in deren 
Umgebung cine der Ableitungen D* F(x) und D*f(x) absolut grösser 
als jede endliche Zahl wäre. Dann existirt eine endliche Grösse G, 
welche die obere Grenze der absoluten Werte von D* F(r)—f(r) im 
Intervall zz, ist. 

Setzen wir, wie in $ 1, 


g(x) = cx + F(x) — f(x), 


wo c2 0 ist, so haben auch die absoluten Werte von D*e(x) im Inter- 


vall z,z, eine endliche obere Grenze, welche höchstens Gleich @ + c ist. 


1 
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Es lässt sich nun zunächst, ebenso wie in $ 1, zeigen, dass 


D*e(z)2e—s 
ist an allen Stellen x mit Ausnahme derjenigen, an denen D* F(a) von 
D*f(r) um mehr als ¢ verschieden ist, d. h. mit Ausnahme einer Menge 
von Werten x, deren Inhalt nach Voraussetzung Null ist. Wir bezeichñen 
diese Menge mit P.. Wahlen wir s kleiner als c, so kann ferner, wie 





in § 1, gezeigt werden, dass ¢(x’)— e(x) niemals negativ wird, wenn 
x’ >a ist und die Strecke xx’ keinen Punkt der Menge P. enthält. 

Wir behaupten, dass c(7') — ç(x) auch dann nicht negativ wird, 
wenn die Argumente x und x’ beliebige dem Intervall z,r, angehórige 
Werte annehmen, falls nur #’ > x ist. 

Ware nämlich ¢(a’) — ç(x) = — 7, so würden wir die im Intervall 
wx’ gelegenen Werte der Menge P. in eine endliche Schaar von Inter- 





^ 
= RES . . OT) 
vallen i einschliessen, deren Summe kleiner als ^? 


q 
1, g die obere Grenze der absoluten Werte von D*¢(a) im Intervall 
xx oder, falls diese Grenze Null ist, eine beliebige positive Zahl ist. 


Bezeichnen wir den Anfangs- und Endpunkt eines der Intervalle 7’, welche 


ist, wo 0 kleiner als 


von der Strecke zz' nach Ausschluss der Intervalle ? übrig bleiben, 
mit & und &, so ist, wie vorher gefunden, 





¢(&) — ¢(&) 2 o- 


Bezeichnen wir ferner den Anfangs- und Endpunkt eines der Intervalle 2 
mit £ und &, so ist nach Hülfssatz III 





1 


Also wird, wenn wir über alle Intervalle # und ; summiren und die 


^ 
. . on 4 . . 
Relation Li < 2s berücksichtigen, 
€ 





e(x') 


¢(x) = —y führt demnach zu einem Wider- 


g(v) > — 9x. 





Die Annahme ¢(z’) 
spruche. 
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Es kann also fir 2 +a die Differenz ¢(x’)—¢(a#) und, da die 
Constante. ¢ willkürlich ist, auch die Differenz 


Fe) — f(x) — Fe) — fe) 


nicht negativ werden. Durch Vertauschung der Funktionen F(r) und 
f(*) ergiebt sich schliesslich, dass jene Differenz auch nicht positiv sein 
kann. Es besteht daher notwendig die Gleichung 


F(x’) — f(2!) = F(x) — fle) = Fa) —f() 
Ww. -Z. bi “w. 


B) Wir lassen jetzt die Beschränkung fallen, dass das Intervall 2,2, 
keine Stelle enthalten soll, an welcher oder in deren Umgebung minde- 
stens eine der Grössen D* F(x) und D* f(x) absolut grösser als jede 
endliche Zahl ist. Dagegen soll die im Satze III ausgesprochene Bedin- 
sung 2) erfüllt sein. 

Wir bezeichnen dann diejenigen Stellen x, an denen oder in deren 
Umgebung mindestens eine der Grössen D* F(x) und D* f(x) absolut 
grösser als jede angebbare Zahl wird, kurz als singuläre Stellen, die zu- 
gehörigen Werte der Funktion y = F(x) — f(x) als singuläre Werte von y. 

Liegt weder im Inneren noch auf der Grenze eines Intervalles wa’ 
ein singulärer Wert von x, so ist nach A) die Funktion y in diesem 
Intervall constant. Wir behaupten, dass y an keiner Stelle einen von 
y, = F(x,) — f(x,) verschiedenen Wert haben kann. 

Hätte nämlich y für æ = x’ den Wert y — y, + c wo € 2 o ist, so 
könnte man, genau wie in $ 2, für x zwei Werte £, und £ so bestimmen, 
dass denselben einerseits zwei verschiedene Werte a, und a’ von y ent- 
sprechen, während andererseits in dem Intervall &£ keine singuläre 
Stelle x liegt. Dies ist aber nach A) unmöglich, und daher kann die 
Annahme y = y, + c nicht richtig sein. Es ist also allgemein y = y,, 
d. h. es gilt auch für diesen Fall die Gleichung 


F(x) — f(x) = F(x,) — f(%): 
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5° 


Wie der Satz II implicite den Satz If. enthielt, so enthält der Satz 
III den folgenden 

Satz II. Wenn man von zwei im Intervall xx, überall ein- 
deutigen und stetigen Funktionen F(x) und f(x) weiss, 

1) dass die Gesammtheit der Stellen x, wo die vorderen oberen Ab- 
leitungen D* F(x) und D* f(x) (oder die vorderen unteren etc.) beide endlich, 
aber um mehr als € von einander verschieden sind, für jeden positiven Wert 
von = höchstens eine Menge mit dem Inhalt Null bildet; 

2) dass die Gesammtheit der Stellen x, an denen oder in deren Um- 
gebung mindestens eine der Grössen D* F(x) und D* f(x) absolut grösser als 
jede angebbare Zahl ist, eine endliche oder abzählbar unendliche Menge bildet; 

so ist im ganzen Intervall 


F(x) = f(x) + const. 


Beweis. 


Die Gesammtheit derjenigen Stellen x, an denen oder in deren Um- 
gebung mindestens eine der Grössen D* F(a) und D* f(x) absolut grösser 
als jede angebbare Zahl ist, -bildet ihrer Natur nach eine abgeschlossene 
Menge P, d. h. eine Menge, deren Ableitung P’ in P enthalten ist. Da 
P nach Voraussetzung endlich oder abzählbar unendlich ist, wird auch 
I" endlich oder abzählbar unendlich. Nach $ 3 Hülfssatz I besitzt daher 
die Menge Q der Werte von y = F(r) — f(x), welche zu den Werten P 
von x gehören, eine endliche oder abzählbar unendliche abgeleitete Menge 
Q'. Mit Rücksicht auf den Hülfssatz II -ergiebt sich schliesslich, dass die 
Menge Q den Inhalt Null hat. Hiermit ist der Satz III: auf den Satz 
III zurückgeführt. 
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Wir schliessen, um ein naheliegendes Missverständniss zu vermeiden, 
mit der ausdrücklichen Bemerkung, dass der Satz II nicht als ein spe- 
cieller Fall des Satzes IIT, und ebensowenig der Satz II; als ein specieller 
Fall des Satzes Ill; angesehen werden darf. Es besteht vielmehr der 
wesentliche Unterschied, dass in den Sätzen II und Il: nur diejenigen 
Stellen x, an denen eine der Ableitungen D* F(r) und D*/(x) unendlich 
gross ist, nebst den Verdichtungspunkten dieser Stellen, als singulär be- 
trachtet werden; während in den Sätzen III und III: auch ditjenigen 
Stellen berücksichtigt sind, in deren Umgebung eine der Grössen D* F(x) 
und D*f(x) grösser als jede angebbare Zahl wird, ohne den Wert co 
wirklich anzunehmen. 

Möglicher Weise können die Sätze III und IIIs so verallgemeinert 
werden, dass die Sätze II und Il: als specielle Fälle derselben erscheinen. 
Es ist uns indess nicht gelungen, eine Verallgemeinerung in dieser Richtung 
streng durchzuführen. 


Berlin, 21 December 1883. 


Nachtrag zu pay. 189, Note 3. Wie aus einer inzwischen publieirten 
Note des Herrn Harnack hervorgeht (Mathematische Annalen, Bd. 
23, p. 287), hat derselbe die Nothwendiskeit einer Vervollständigung 
seiner Sätze, sowie die Art, in welcher dieselbe geschehn muss, selbst 
bereits mehrere Monate vor dem Verfasser erkannt und wird darüber im 
zweiten Teile seiner Arbeit: Ueber den Zusammenhang der Funktionen einer 
reellen Variabelen mit ihren Ableitungen demnächst Ausführlicheres ver- 


öffentlichen. 


München, 15 Mai 1884. 


NOUVELLES RECHERCHES 


SUR LES SURFACES DU TROISIEME ORDRE 


PAR 


€. LE PAIGE 


à LIEGE. 


Plusieurs Géometres se sont occupés déjà de la configuration [15,, 20,] 
à laquelle donnent lieu deux tétraèdres homologiques, et ont montré le 
róle important quelle joue dans l'étude des surfaces du troisième ordre, 
soit par rapport aux vingt-sept droites de la surface,(") soit pour l'inter- 
prétation géométrique de certains invariants de la forme cubique qua- 
ternaire. (7) | 

Nous nous proposons d’en faire voir une application différente et de 
rattacher l'existence de cette figure à des considérations que nous avons 
développées ailleurs. 

Nous avons fait voir, dans divers travaux antérieurs, (*) l'utilité de 
l'homographie H? dans la théorie des surfaces cubiques; pour aborder 
les questions actuelles, l'emploi des homographies biquadratiques ne nous 
parait pas dénué d'intérét. 

Considérons une surface quelconque S, et, dans une section faite 
par un plan arbitraire c, inscrivons un quadrilatére complet, ce qui est 
toujours possible à moins de positions spéciales du plan oc. 





= 
(*) Cremona, Memorie della R. Accad. dei Lincei, 1877. Math. Annal., 
T.. XIII, p. 301. Caporarı, Accad. dei Lincei, 1878. Veronese, Annali di 
Matematica, 1882, p. 173. Math. Amnal, T. XIX, p. 194. 
() R. DE Paorr, Accad. dei Lincei, T. X, p. 123. 
Q) Bull. de l'Aead. roy. de Belgique, 3° Série, T. V, p. 85. C. R., T. 
XCVII. Acta Mathematica, T. 3, p. 181. 
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Soient x, y, 2, u, les côtés de ce quadrilatere. Il est visible que 
si nous joignons tous les points de S, aux côtés du quadrilatere, nous 
obtenons quatre-faisceaux de plans en Hj. 

Pour le démontrer, observons que si l'on considère x, y, 2, u, comme 
les traces, sur le plan dont léquation est 


@ ©. B ag a 
du tetraedre dont les faces sont représentées par 
a=0, f—0, y—0, à—0, 


l'équation d'une surface cubique, circonscrite à ce quadrilatere, pourra 
s'écrire: 


SAR FBR STEHT De 


T LL B)aj(a — 8) + (A — C)ap(a — 7) + 5(4 — D)ad(a — 0) 


bole 


TO — Or — 7) + 5(B— D)go(8 — 0) +4(C — Drop — 8) 


+ A,aßla + B) + Aare +p) + Ayuda + 0) + ABr(B+ p) 
+ 4,B0(B + 0) + Aröy + 0) + Paßr + P,aßo + P,ayo + P Bro = o. 
Or, considérons quatre faisceaux de plans 
& — Ào — 0, BP—po—0,7;—vo=0, 0— po — O, 
liés par la relation d'homographie H; la plus générale: 
P= À pvp + a, Ap» + a App + a,Avp + a,pvp + bape + biv + bp 
+ bw + bpp thy + 6A + eu + 6» + 60 + 0 — 0. 


Les intersections des plans correspondants deeriront une surface S,, 
contenant les quatre droites %uY, 2, U. 

Cette surface se composera d'une S;, circonscrite au quadrilatere, et 
du plan o, si A, = o. | : 

Si nous identifions l'équation de S, avec celle de Sj, nous trouvons 


que la forme quadrilinéaire F peut s'écrire 


F=f + 0.¢, 
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Mais il est évident que les plans homologues ne donneront un point de 
S, que s'ils concourent, c'est-à-dire si l'on a ¢ = o. 

Nous aurons done simultanément, pour les plans qui donnent des 
points de S,, les deux relations 

f=0,:g—0. 

Par suite, ces plans appartiennent, comme nous l'avons dit, à quatre 
faisceaux en A}. 

A chaque valeur de 9, correspond une forme quadrilinéaire F. Or, 

1 

nous avons montré(') que l'on peut toujours, par un choix convenable 
des variables, ramener cette forme à l'expression canonique: 


= yey + 4 192%, 91234, + 4,130, 9221 4, + 423104222 %, 
Fy y 92 %oYq2qq À Oya 4S7 À 0,1 ZU EL Hay jae US 
Q Q Ne a EN aq € a] à n à dico: r 1 
Appelons a,, f, 71. 0,5; Gus Po Vas Oy» les plans des quatre faisceaux qui 
correspondent aux éléments fondamentaux, nous aurons l'équation: 
-— / 9 EN 5 ^ 
oS, = 0,,,, 05, 4, Fa Air + 0,4, 9, Pat Py À UPPTCYOY PUP 
EN Oe) AN N 2 ^ 
+ Gone À 5510 € and À usto. = 9 
Les quatre covariants biquadratiques de F sont de la forme: 
4 4 14 27114 371114 
Li = li 4r 0l + G7; + Fl, , 


les covariants biquadratiques de @ étant identiquement nuls. 
Ces quatre covariants auront un méme discriminant que nous dé- 
signerons par A. 
Pour déterminer son degré en 6, nous observerons que la forme 
développée de Lj est 
Liz (A, + OB,)ti + 4(4, + 0Bjét, + 6(4, + OB, + Cité 
+ AA, + OB, + 0 0)58 + (A, + 0B, + 0°C, + OD). 


(*) Sur la forme quadrilinéaire: Atti della R. Accademia di Torino, T. XVII, 
p. 299, Février 1882. 
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Il en résulte que nous pourrons écrire 


Si nous nous reportons aux résultats contenus dans notre travail relatif 
aux formes quadrilinéaires, nous verrons aisément que la condition A — o, 
entraine nécessairement l'évanouissement d'un des coefficients de la forme 
canonique Æ et que quatre éléments fondamentaux sont précisement re- 
présentés par les racines carrés des facteurs carrés qui entrent dans les 
covariants biquadratiques. 

L'évanouissement de l'un quelconque des paramètres de 7’, revenant 
à un changement de notation, nous pouvons supposer que la condition 


A = AP =o; 


entraine celle-ci: a = o. 


2222 


Alors l'équation écrite plus haut devient: 
QT AVES EN . Q9 x 4 £ ^ 
oS, = ia Pils + 051550, 202 =F Ihr, + 991% TE 
^ -: M N 
np a Pal Os ACC CHRON er REEL RZ = VO: 


Mais on voit aisément que le tétraédre 4,/,7,0, a ses quatre sommets 
sur 5, et forme, par suite, avec w, un pentaédre complet inscrit à la 
surface. (') à 

Nous pouvons observer que le plan © étant donné, nous ne pourrons 
plus déterminer arbitrairement qu'un des côtés du quadrilatere zyzw. x 
étant choisi, par exemple, il n'existera, en général, que trois systemes 
y5' 25 Ww. 

Lorsque le quadrilatére est déterminé, nous voyons que nous pouvons, 
en général, choisir 9 de douze façons différentes, de telle maniére que 
les covariants biquadratiques de Æ aient un facteur carré; les plans 
correspondant à ces facteurs donnent alors un pentaédre inscrit à S,.(?) 





(') Au sujet des pentaèdres inscrits à une S,, voir le beau travail de M. Friepr. 
SCHUR: Erzeugung durch collineare Grundgebilde (Mathematische Annalen, T. 17, p. 26). 
(^) Une inadvertence nous avait d'abord porté à attribuer à A le degré dix-huit ; 
mais notre savant Collégue M. H.-G. ZEUTHEN ayant déterminé par la méthode énuméra- 
tive le nombre des pentaèdres inscrits (V. plus loin), nous avons reconnu que la forme 


particulière de L} conduit au degré douze pour le discriminant A. 
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© 


Nous pouvons done énoncer ce théorème: 

On peut inscrire, à une surface S,, trois systèmes de douze pentaèdres 
dont. on choisit arbitrairement une face et une arète dans cette face. 

Ces pentacdres forment évidemment une quintuple infinité. 

Lorsque les covariants biquadratiques fondamentaux de F sont des 
carrés, nous aurons à la fois, par exemple 


Done l'équation de S, peut s'écrire: 


I ^ Bina TS QS 
oS, inda Prins TA + (559195 f, ]50, 
T N <= Lj 1 A a] = 
+ 0,5119), 70, “he 0,121957 Toy ch 0,119959 305 —;;9- 


Alors les deux tetraedres 4,/,7,0,, «,,7,0, sont tous les deux inscrits à 
S,: nous les appellerons associés. 

Pour obtenir cette forme réduite, le choix de l'indéterminée @ ne 
suffit plus, puisqu'il faut remplir deux conditions. 

Pour arriver à la déterminer, nous ferons usage de la remarque 
suivante. 

Comme les groupes de quatre points marqués par tous les plans 
de l’éspace sur quatre droites arbitraires, représentent précisement une 
forme quadrilinéaire à covariants quartiques carrés, (') nous sommes con- 
duit à nous poser cette question: 

Etudier la surface engendrée par les intersections des plans concourants 
que l'on obtient en joignant quatre droites situées dans un plan ©, respec- 
tivement aux points marqués sur quatre droites arbitraires par tous les plans 
de l'espace. 

Il est visible que le plan © fait partie du lieu, qui est complété 
par une surface S,, circonscrite au quadrilatere tracé dans c. 


* (*) La démonstration de la proposition inverse étant un peu longue, nous ne la 
donnerons pas actuellement. , 

Nous mentionnerons ici une application intéressante que M. NEUBERG a faite de 
ce eas particulier dune Hj à l'étude de tétraèdres de Misius (Mem. de la Société 


Royale des Sciences de Liège, 2° Série, T. XI). 


Y 
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Soient x, y, z, u les côtés du quadrilatere donné; A, A’; B, PB, 
C, C les sommets opposés de telle sorte que ABC sont situés sur 2; 
et enfin z,, 9, 4, ™, les quatre droites arbitraires de l'espace, ne se 
rencontrant pas deux a deux et n’appartenant pas à un même système 
de génératrices d’une surface du second ordre. 

Sur ces quatre droites s'appuient deux transversales g,, g,, qui les 
rencontrent respectivement en des points A,B,C, D,, A,B,C,D,. 

Il est d'abord visible que le plan 7,4, laisse indéterminé le plan 





du faisceau (x) et donne trois plans yB,, zC,, wD, se coupant en un 
point X, de la surface. 

De cette facon, nous pouvons observer que les quatre plans xA,, 
yB,, zC,, wD, forment un tétraèdre X, Y,Z,U, inscrit à S,; r4,, yB,, 


1? 








zC,, uD, constituent, de méme, un second tétraédre inscrit X, Y, Z, U,. 

Les deux tétraèdres X,Y,Z,U,, X,Y,Z,U, sont homologiques et 
leurs sommets correspondants sont situés sur quatre droites X, X,, Y, Y,, 
7 TEL 
ZZ, U, U, 
_Occupons-nous maintenant de déterminer certains éléments qui nous 


concourant en un point Q. 


seront utiles. | 

Les génératrices de l'hyperboloide (y,z,4,) marquent, sur ces droites, 
des ponctuelles projectives dont les groupes de trois points associés sont 
tels que le plan du faisceau (x) est évidemment indéterminé. 

‘Les intersections des plans qui joignent y, z, 4, aux points correspon- 
dants de ces trois ponctuelles sont donc sur S,. Or il est visible que 
ces intersections appartiennent à une cubique gauche e,, passant par X,, 
2,4 ALT 

Maintenant considérons les plans du faisceau z,. Ils coupent 2, , 2,5 U, en 
des ponctuelles projectives et laissent indéterminés les plans du faisceau (x). 

Les jonctions de ces trois nouvelles ponctuelles à y, z, a, donnent 
une seconde cubique gauche 4,, située sur S,, et passant également par 
X: seme 

On voit aisément que c, et k, sont sur une méme surface S,. En 
effet, A'D', B'C', C'A’, c, et k, constituent une courbe gauche du neuvième 
ordre, base du faisceau de surfaces du troisième ordre qui correspondent 
aux points de z,. 

Or, celle de ces surfaces du troisióme ordre qui correspond au point 
où x, perce w est évidemment composée du plan c et d'une S,. 
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* Done e, et E, sont deux cubiques de systèmes différents tracées sur S.. 
Nous aurons de méme des cubiques gauches des deux systemes 
passant respectivement par Y, Y,BA'C, ZZ, AB'C, U,U,BC'A. 1 
Nous pouvons maintenant observer que X, X,. Y,Y, sont dans un 
plan passant par A’. 
En effet les plans WB, 203, uD, donnent Je «A, 2C. uD, donnent 


1 1 1 


m. 
Y,. Done X, Y, sont.situés sur l'intersection des plans 2C, uD,, droite 
qui passe par A’. ; 8 RES 


p T 


Il en résulte que X, X;, sont deux bisécantes, ne passant pas 
par A’, de deux cubiques gauches #,, b; d’un méme système, et situées 
dans le plan A'X, X, Y, Y,." 

Done Q, intersection de ces deux bisécantes est située sur S,.(’) 

Les dix sommets du quadrilatere æyzu, les huit sommets des deux 
tétraédres et le centre d'homologie Q constituent une configuration [15,. 20,] 
dont tous les points sont situés sur S,. 

Ces remarques nous conduisent à la détermination, sur une 5$, 
quelconque, d'une pareille configuration et nous permettent, par suite, de 


ramener léquation de cette surface à la forme réduite: 
-r pints SAM 2 EPA 2 NE — 
OS, = 0,133595 P, 1/30 + 4,2150; 1303. Feet ht 


Sur la surface donnée, choisissons arbitrairement deux points X,, X,, par 
lesquels nous faisons passer deux cubiques gauches ¢,, %,, appartenant 
aux deux systémes différents: ces deux cubiques se coupent en trois 
points A’B’C’ déterminant un plan. 1: 

Si de X,, nous projetons c,, nous obtenons- un cône du second degré 
qui coupe S, suivant une cubique gauche 4; du méme systéme que fy. 
De la méme maniére k, nous conduit à une courbe c;. | 

X,A’, X,B', X,C’, rencontrent S, en trois points 1, Z,, U, situés 
Sark, ete ch 

Maintenant 4'B', Y,Z,, situés dans le plan X,A’B’ sont des bisécantes 
des deux ‘cubiques gauches A,, A; (et aussi de €, €); done d'aprés le 
théorème invoqué déjà, elles se coupent en un point C de S,. De la 
méme facon B'C', Z,U,; C'A', U, X,, donnent des points A, B de la surface. 
Il est évident, d'ailleurs, que ABC sont en ligne droite. 





(*) Reyer, Geometrie der Lage, YI^ Absch. p. 197, (2 édition 1882). 
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En faisant usage de X,, nous aurions de méme Y,Z,U,. Les deux 
tétracdres X, Y,Z,U,, X,Y,Z,U, sont homologiques. Soit Q le point ou 
X, X, rencontre S,. 

X,A’, QY, sont situés dans un plan passant par X, car QY, et 
X,4' s'appuient sur QX, X, et X, Y, A'. 

Or les deux courbes gauches ¢,, cj passent respectivement par 
A,X,A'B'C, X,QY,Z,U,. X,A’ et QY, se coupent donc en un point de 
S,. Or.AX,4" rencontre S, en (Y. Donc; QE passeypar 1. doge 
résulte que Q est le centre d'homologie des deux tétraédres. 

Nous avons donc bien, de cette manière, inscrit à S,, une configura- 
tion |15,,. 20,|- 

Soient i, k, 1, m, n, p six indices quelconques. 

Les plans de la configuration [15,, 20,| pourront être représentés 
par @,, les points par P,, les droites par g,,). 

Alors w, contient les six points P, (/, m, différents de ik) et les 
quatre droites gx (| différent de 7, 4); 

par P, passent les six plans o,, et les quatre droites g,,,; la droite Jinn 


contient les points P,, P,, D, et par elle passent les plans ©,,, «,,, © 


p? p 
Par suite, si nous prenons un plan quelconque de la configuration, 


nl* 
l'équation de S, pourra s'écrire: 


mem Y 
045, = Áo. 0,,.0,,. Vip + Dog. 0,0, Vip + Coy. Opp . 04. im 


+ Moy Win Og. Oxy, +) BO. Wig «Opn» Vig + CO. 0s 01, Om = O. 


ip * 
On peut donner quinze formes distinctes à cette équation. : 
Les sommets homologues de deux tétraédres associés sont P,,, Pins 


Bis > 


P; Pa, Pg; Pip, P, et les jonctions de ces sommets passent par P. 


Liege, le 11 Avril 1884. 


SUR. LES PENTAEDRES COMPLETS 


INSCRITS A UNE SURFACE CUBIQUE 


Extrait d'une lettre à M. C. Le Paige 
PAR 


H.-G. ZEUTHEN 


a COPENHAGUE. 


Voici comment je détermine le nombre des pentaedres complets, 
inscrits à une surface cubique, et dont une des faces et le quadrilatère 
complet inscrit qu'il doit contenir, sont déjà connus. 

Soient A, 4,; B, D,; C, C, les couples de sommets opposes du 
quadrilatére, 4, B, C étant sur une droite tandis que 4,, B,, C, forment 
un triangle. 

Je fais passer par ABC un plan quelconque. Dans ce plan il y 
aura 3 quadrilatéres complets inscrits à la surface et ayant A, B et C 
pour sommets.(") Soient A,, B,, C, les sommets opposés dans un de ces 
quadrilatéres. Je cherche alors le lieu du point dintersection P des 
plans. B,C, AB,C,, C,A,BC,A,, A, B,CA,B,. 

On obtient l’ordre de ce leu, qui sera une courbe, en déterminant 
le nombre de ses intersections avec le plan A, B,C;. 

Si lon fait coïncider le plan A,B,C, avec A BC, un des trois 
triangles A,B,C, coincide avec A,B,C,, et le point P qui y correspond, 
et qui sera déterminé par l'intersection des plans tangents aux surfaces 
coniques, lieux des droites AB,C,, BC, A,. CA,B,, ne se trouvera pas dans 





(*) Il est trés-facile de donner de ce théorème plan connu une démonstration analogue 
à la démonstration stéréométrique actuelle. 
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le plan 4,5,C,; mais les points P qui correspondent aux deux autres 
triangles A,B,C, s'y trouveront évidemment. On trouve ainsi 2 intersections. 

temarquons, pour chercher sil en existe d'autres, que, dans le cas 
qui nous occupe, du moins un des trois plans qui déterminent P doit 
coineider avec A,B,C,. Supposons done que le plan B,C,AB,C, coincide 
avec A,B,C, et que le plan A,B,C, en différe. Alors la droite AB,C, 
coineidera avec ABC, le point B, avec C et le point C, avec B. La droite 
CB, devient ainsi tangente à la surface donnée en C, et BC, en B.-Le 
dernier sommet dA, de ce quadrilatère complet inscrit doit done être un 
des trois points ou la droite d'intersection des plans tangents en B et en 
C rencontre la surface. " 

On trouve ainsi que le point À, est un point triple de notre lieu. 
Ses tangentes en A, seront, d’après la construction des points P, celles 
qui le joignent aux trois points 4, que nous venons de trouver. Les 
trois branches en A, ne seront donc en général tangentes ni au plan 
A,B,C,, ni à la surface donnée. 

Les points B, et C, étant dans la méme condition que A,, le lieu 
sera de l'ordre | 

2 Bas IE 


On aurait aussi pu determiner lordre du meme lieu en comptant 

ses intersections avec un plan quelconque par la droite ABC. 
Les points d'intersection du lieu trouvé avec la surface donnée seront: 
> > Y 
„DB, Clore 
2°. Les 12 points de contact de la surface avec des plans passant 


1°. Les trois qui coincident avec chacun des points À 


par ABC. On voit sans difficulté que les intersections ayant lieu en ces 
points sont en général simples. 
3°. Les dixièmes sommets des pentacdres cherchés. (Les neuf autres 
seront A, D, C; A,, B,, C, et les points A,, B,, C, correspondant aux 
points du lieu.) 
Le nombre cherché sera donc égal à 
ee Xm. 


Bid La 3*9 “i 


Copenhague le 20 Avril 1884. 


. BEITRÄGE ZUR 
THEORIE DER ELLIPTISCHEN FUNKTIONEN 


VON 


H. SCHROETER 


in BRESLAU. 


(Auszug aus einem Schreiben an Herrn G. Mittag-Leffler.) 


1: 


In Ihrer Zeitschrift Acta mathematica Bd. 1, S. 368, befindet sich 
eine Note: Sur une relation donnée par M. Cavzzy dans la théorie des fonc- 
tions elliptiques, par Cu. Hersıre, worin Herr Hermrre einen Beweis für 
die CavrEv'sche Relation liefert, der sich stützt auf das Additionstheorem 
für die zweite Gattung der elliptischen Integrale [Z(x)]. Die Cavrzv'sche 
Relation kann indessen als eine unmittelbare Folge aus dem ursprüng- 
lichen Additionstheorem der eigentlichen elliptischen Functionen hergeleitet 
werden, und ich vermuthe, dass CayLev auf diesem Wege zu seiner 
Relation gelangt sein wird. Gestatten Sie mir, in wenigen Zeilen Ihnen 
diese Herleitung mitzutheilen: 

Bekanntlich lässt das Additionstheorem für die elliptischen Func- 
tionen u. a. folgende Gestalt zu: (') 


en (4) . en(v) = en(u + v) + sn(u)sn(v). dn (u + v) 
dn (x). dn(v) — dn(u 4- v) + K^ sn (u) sn (v) en(« + v). 


(!) €. G. J. JacoBr, Gesammelte Werke II, p.°325.. 


Acta mathematica. 5. Imprimé 11 Août 1884. 


206 H. Schroeter. 

Sind die vier Argumente w, v, r, s der Bedingung unterworfen: 
“+v+r+s=—od, 

also 


w+ )—=—¢+9) 


so Tu wir 
cn (u + v) = en(r + 3) 
dn (wu + v) = dn(r 4-3) 


en (u) cn (v) = en (u + v) +,sn(u)sn(v)dn(u + v) 


en(r)en(s) — en(r + s) + sn(r) sn(s) dn(r + s) 


en (4) en(v)en(r) en(s) = cn? (u + v) + sn(u)sn(v)sn(r)sn (s) dn?(u + v) 
+ {sn(w)sn(v) + sn(r)sn(s)] en (u + v) dn (uw + v) 


dn(w) dn(v) = dn(u + v) + k?sn(u)sn(v) en(u + v) 
dn(r}dn(s) = dn(r + s) + k’sn (r)sn (s)en(r + s) 


dn(w)dn(v)dn(r) dn(s) = dn*(u + v) + k*sn(u) sn(v) sn(r) sn(s) en?(u + v) 
+ k*{sn(w)sn(v) + sn(r)sn(s)}en(u + v) dn(u + v). 





Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 


k^ en (wu) en (v) en (r) en (s) — dn (wz) dn (v) dn (7) dn(s) 
= {k? en? (uw + v) — dn? (u + v)}{1 — K^ sn(u)sn(v)sn(r) sn (s)] 
und da 
k’en’(u + v) — dn’(u + v) = — Kk 
ist, so folgt die CavrEv'sche Relation: 
— k°k?.sn(u)sn(v)sn(r)su(s) + K*cn (wu) en (v) en (r) en (s) 
— dn (wu) dn (v) dun (r) dn(s) + kk’ = o. (u+e+r+s=0) 


Andererseits springt es unmittelbar in die Augen, dass diese Relation als 
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specieller Fall aus dem bekannten Fundamental-Theorem fiir das Product 
von vier Thetafunctionen sich ergiebt (^): 


2.8, 10)9, (27) 8, (9^) 9, (2) 
E 8, (10) 8, (a) d,(y) 8, (2) — d. (0) )8. E )4, (y)8, (2) cx 8(w)8(x)8(y)8(z) 
+ 4, (10)8, (2)9, (y) 9, (2) 


wo 


(= = Ew +a+y+2) 


t3 


ques Qc ee fs) 


S 


uU ~(w — x + y — 2) 


D | 


(w — x — y + 2) 


D | = 


: 1 : ; 
ist, wenn man w’ = zw +a+y-+ 2) — o setzt und die Verhältnisse der 


Thetafunetionen durch die elliptischen Functionen ersetzt: 


en ya, Dan 
Verbindet man mit der vorigen Thetaformel die zweite: 
| 23 (w^) (a^) Ha) (7) 
= 8, (0)8,(7)8, (y) 9, (8) + Ho) Gr) (y) 9(2) — 8, (w) A, G7) 8, Q0) 4, (2) 
— #,(w) 9, (7) 9,(y)%,(2) 


so ergiebt der Quotient eine Formel fiir die elliptischen Functionen, welche 











für vier unbeschränkte Argumente qw, v, 7, s Gültigkeit hat und also lautet: 


ee (* + de — 0 + “=*) sn (* +") 
2 S 5 ‘ Ze = 


zZ - 








__ dn(u)dn(v) dn (r) dn(s) — &" en(w) en(v)en(r)en(s) + EE. sn (w)sn(v)sn(r)sn(s) — k a 
du) dn(v)dn(r)dn(s) — k’en(u)en(w)en(r)en(s) — kk’. sn(u)sn(v)sn(r)sn(s) + FE 





u. S. W. 


(') €. G. J. JacoBr, Gesammelte Werke I, p. 507. 
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2. 


Bei dieser Gelegenheit gestatten Sie mir, Ihre Aufmerksamkeit noch 
auf einen andern Punkt der Theorie der elliptischen Functionen zu lenken. 

Ein -eigenthümliches Interesse bieten nämlich ihrer einfachen Gestalt 
wegen die irrationalen Formen der Modulargleichungen für die Trans- 
formation der Ordnungen (3.2"— ı) der elliptischen Functionen, die sich 
gegenwärtig so gestalten: 


Transf. der 5°" Ordn.: + 2%4. +, 2V4xax 2, = 1 ( 
Transf: der 11" Ordn.: zi + yz + 2y4zÀx, — 1 


Transf. der 23" Ordn.: (> 





== Fi == 
at VAÀ, siz v2V4xA4x 4, = I 


(letztere von Ap. Hurwitz angegeben in F. Krxi, Sitzungsberichte der 
Münchener Acad. der Wiss. 6 Dec. 1879 und aus der von mir in 
Crezzes Journal Bd. 58, 8S. 378 angegebenen complicirteren Form leicht 
abzuleiten), welche eine gewisse Analogie darbieten mit den längst be- 
kannten Modulargleichungep für die 


Transf. der 3*" Ordn.: VA NEA =“ 
Transf. der 7‘ Ordn.: Va FSI EA us 


Es liegt nahe, naeh diesen Formen ein allgemeineres zu Grunde liegendes 
Gesetz zu vermuthen, allein ein solches scheint doch hier nicht stattzufin- 
den, sondern nur in diesen wenigen ersten Fallen gestalten sich die 
Modulargleichungen so ausserordentlich einfach; die yon Gavss(") her- 
rührende Form der Modulargleichung fiir die Transf. der 5" Ordn. 


2 


scheint JAconr nicht ‚gekannt zu haben. (?) 


Breslau, 21 Juni 1884. 


(')-C. F. Gauss, Werke Bd. IIT, S. 475. Vrel. aueh W. Gorrtna: Untersuchungen 
über die Theilwerthe der Jaconrschen Thetafunctionen-und die im Gacss'schen 
Nachlasse mitgetheilten Beziehungen derselben. Mathematische Annalen, Bd. 
VII, S. 340. 

(*) Vrel. die Bemerkung JAconrs im 37* Bd. des CrELLE’schen Journals 8. 249. 
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MEMOIRE SUR LES FONCTIONS ZETAFUCHSIENNES 


PAR 


H. POINCARE 


à PARIS. 


$ 1. Zntroduction. 


Considérons une équation linéaire quelconque d'ordre p: 


k—p—1 
d lv 
Er Vole, yi =o, () da) =0 
da? k=0 dx 
ou les e sont des fonctions rationnelles et où la relation (2) est algé- 


brique. Soit maintenant une équation auxiliaire: 


2, 

(3) = = (v, y)w 

ou A(x, y) est une fonction rationnelle telle que tows les points singuliers 
de l'équation (1) appartiennent à l'équation (3). Soit a un point singulier 
appartenant à la fois aux deux équations; ce point singulier regardé 
comme appartenant à (r) nous conduira à une équation déterminante E 
de degré p; regardé comme appartenant à (3), il nous conduira à une 
équation déterminante E’ du second degré. Soit 9 la différence des deux 
racines de EH’. Je suppose que @ ait été choisi de telle sorte que à soit 
nul ou bien que 8 étant une partie aliquote de l'unité toutes les racines de 
l'équation .E' soient des multiples de 9. Dans le cas où dans le voisinage 
du point a les intégrales de l'équation (1) seraient irrégulières, 9 devrait être 
supposé nul. Il faut enfin que méme pour les points singuliers de (3) 
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qui n’appartiennent pas à l'équation (1), 9 soit nul ou soit une partie 
aliquote de l'unité et que les intégrales de l'équation (1) soient partout. 
régulières. 

Ces conditions ne suffisent pas pour déterminer 0. Supposons même 
que l’on choisisse arbitrairement les points singuliers de (3) qui n’appartien- 
nent pas à (1) et les équations déterminantes relatives à tous les points 
singuliers de (3) en satisfaisant toutefois aux diverses conditions que nous 
venons d’énoncer. Quand ce choix sera fait, # ne sera pas encore entière- 
ment déterminé, et il y restera un certain nombre de paramètres arbi- 
traires. Dans divers mémoires, antérieurement insérés aux Acta mathe- 
matica, j'ai démontré qu'on pouvait disposer de ces parametres: 

1° d'une manière et d'une seule, de telle facon que x et y soient 
fonctions fuchsiennes de z n'existant qu'à lintérieur d'un cercle; 

2° d'une infinité de manières, de telle facon que x et y soient fonc- 
tions kleinéennes de z n'existant pas dans tout le plan. 

3° d'une maniére et d'une seule de telle facon que x et y soient 
fonctions fuchsiennes et kleinéennes de z existant dans tout le plan. 

Dans tous ces cas les intégrales de l'équation (1) sont des fonctions 
uniformes de z. 

Nous supposerons pour fixer les idées que l'équation (3) ait été 
choisie de telle sorte que x et y soient fonctions fuchsiennes de z n'existant 
qu'a lintérieur du cercle fondamental dont le centre est o et le rayon 
1 (1°, 2"* et 6"* familles). Alors les intégrales de l'équation (1) pour- 
ront se mettre sous la forme du quotient de deux séries ordonnées suivant 
les puissances de z et convergentes tant que z reste intérieur au cercle 
fondamental; elle sont dont fowjours convergentes puisque la variable 2 
ne peut jamais sortir de ce cercle. 

Envisageons un cas particulier remarquable, celui ou 4 est nul pour 
tous les points singuliers de l'équation (3) et où par conséquent x et y 
sont des fonctions fuchsiennes de la 2° famille. Dans ce cas, les inté- 
grales de l'équation (1) de même que xz et y, sont des fonctions holo- 
morphes de z à l'intérieur du cercle fondamental. Toutes ces fonctions 
peuvent se développer en séries ordonnées suivant les puissances croissantes 
de z et toujours convergentes puisque le cercle de convergence est le cercle 
fondamental et que la variable ne sort jamais de ce cercle. Quant aux 
coefficients de ces séries, on les calcule aisément par récurrence et. par 
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la méthode des coéfficients indéterminés, dès que l’on connait les coéfficients 
des équations (1), (2) et. (3). 

Ainsi on peut trouver des développements des intégrales qui sont 
toujours valables et à ce point de vue, il est, dés à présent, permis de 
dire que nous savons intégrer toutes les équations linéaires à coéfficients 
algébriques. : 

Mais les développements ainsi obtenus ne sont pas satisfaisants pour 
l'esprit, parce que les différents termes ne se déduisent pas les uns des 
autres par une loi simple. Il faut donc chercher à exprimer les inté- 
.grales par des séries dont tous les termes soient donnés par une formule 
générale simple, comme l'étaient par exemple les termes des séries théta- 
fuchsiennes. Tel est l'objet du présent mémoire. Les séries que je vais 
chercher à obtenir seront moins propres peut-étre au calcul numérique 
que les développements suivant les puissances de z, mais elles seront plus 
instructives et nous permettront de pénétrer plus profondément dans l'étude 
intime des fonctions qu'elles représentent. 

Toutefois dans ce qui va suivre, je serai obligé de supposer que 
'équation (1) a toutes ses intégrales réguliéres pour employer l'expression 
de MM. Fucus, TuowaAE et FroBenius. Dans le cas où il y aurait des 
intégrales irréguliéres, rien de ce que je vais dire ne serait plus applicable 
et je ne sais, au sujet de ces équations irrégulières, rien de plus que ce 
que j'ai démontré dans les quatre mémoires antérieurs. J'avais, il est vrai, 
dans les Mathematische Annalen, énoncé un résultat particulier sur 
ces équations irrégulières, mais ce résultat est inexact; j'avais été trompé 
par une fausse interprétation d'un théorème de M. KLEIN dont je ne 
connaissais pas la démonstration. 


$ 2. Classification des équations linéaires. 


Soient 
dy d‘y 
(1) ati et aia RENTE 
| . qua É d*u 
(1^ eS > n, Nee 3° 
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deux équations linéaires d’ordre p à coëfficients rationnels en x et y. Je 
dirai que ces deux équations appartiennent à la méme famille si l'inté- 
grale générale de la seconde peut se mettre sous la forme: 


dy 
vad| Rot hE as pi DES ae Bip ane 


v étant l'intégrale générale de l'équation (1), les F étant des fonctions 
rationnelles de z et de y, et A une fonction quelconque de x et de y. 
Elles appartiendront à la même espèce si la fonction À est égale à 1. 

Si les deux équations (1) et (1’) sont de la même espece, elles auront 
méme groupe, c'est à dire que lorsque le point (x, y) décrira un contour 
quelconque sur la surface de Riemann (2), les intégrales de l'équation 
(1°) subiront précisément la même substitution linéaire que les intégrales 
de l'équation (1). Si les deux équations sont seulement de la méme 
famille, elles n'ont plus méme groupe, mais quand le point (x, y) décrit 
un contour queleonque, on obtient les valeurs finales des intégrales de 
(1) en appliquant aux valeurs initiales la substitution qu'ont subie les 
intégrales de (1) et en multipliant ensuite tous les résultats ainsi obtenus 
par un méme facteur. Ainsi les rapports des intégrales de (1’) ont subi 
précisément la méme transformation que les rapports des intégrales de (1). 

Soit: 

— 
wat = Pot he+... RE ER 


2 dz ga 


, 


satisfera à une équation à coéfficients rationnels en x et y: 


(1^) d'u a Ye 


da: da? 
On aura alors, en faisant # = Au’ dans (1’) et divisant par 4: 


ji =; EY 
du A d? eu 


(17) = m b ae 


-.. = O. 
dx? Ade? " 


da? 
Les deux équations (1") et (1'" étant irréductibles, doivent être iden- 
tiques d'ou: | 

4 ER CE = : 9 i1 

1 RÉ 


Mémoire sur les fonctions zétafuchsiennes. 213 


Il suit de la que la dérivée logarithmique de A est rationnelle en 
æ et y. Donc A est une de ces fonctions étudiées par M. ArrELL et 


analogues aux fonctions doublement périodiques de 2°° 


espèce. De plus, 
quand sur la surface de Riemann (2), le point analytique (x, y) décrit 
un cycle ou bien un contour fermé autour d'un point singulier, la fonc- 
tion A est simplement multiplióe par un facteur constant. 

Etudions maintenant ce qui se passe dans le voisinage d'un point 
queleonque, et pour cela rappelons les différents cas qui peuvent se 
présenter, d'aprés les travaux de M. Fucus: 


1°. Il peut arriver que le point singulier z =a que l'on étudie 
soit irrégulier, c'est à dire que parmi les intégrales il y en ait au moins 
une qui soit irréguliére et par conséquent développable en série de la 
forme suivante: 


(x — ay ZA, (x — a)" 


où dans la série lexposant z peut prendre toutes les valeurs entières 
positives et négatives. 

Il est aisé de voir que si le point x =a est un point irrégulier 
pour l'équation (1), il sera aussi un point irrégulier pour toutes les équa- 
tions de la méme espéce. Quant aux équations de la méme famille elles 
auront toutes aussi un point irrégulier au point « (sauf le cas particulier 
où on pourrait rendre les intégrales de l'équation (1) régulières en les 
multipliant par une méme fonction y). 

Nous supposerons d'ailleurs dans tout ce qui va suivre qu'aucune 
des équations que nous considérerons ne présente de point irrégulier. 
Ainsi tous les points singuliers de (1) et de (1^) seront supposés réguliers. 


o 


2°. Il peut arriver ensuite que le point singulier x = a soit logarith- 
mique, c'est à dire que parmi les intégrales de l'équation (1) il y en ait 
au moins une de la forme: 


(x — a)*[¢ + ¢ log (c — a)] 


g et d étant holomorphes. Si le point # = a est un point logarithmique 
pour l'équation (1), il sera aussi un point logarithmique pour toutes les 
équations de la méme famille. 
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Br 
ordinaire ou un point non singulier. Dans ce cas, il y a p intégrales de 


3°. Il peut arriver enfin que le point x = « soit un point singulier 


la forme suivante: 





(c — dpi, (@— args, ..., (5 — ag, 


les ç étant holomorphes Les quantités 2,, Ay, ..., A, sont les racines 
d'une équation facile à former et qu'on appelle équation déterminante. 
En général, lorsque cette équation a une racine double ou deux racines 
ne différant que d'un nombre entier, on a affaire à un point singulier 
logarithmique; il peut arriver cependant, si certaines conditions sont 
remplies, que le point singulier soit ordinaire, quoique la différence de 
deux racines de l'équation déterminante soit un entier. 

Il peut se faire alors: 

1° ou bien que l'équation aux différences des racines de l'équation 
déterminante n'ait pas toutes ses racines entiéres, auquel cas le point 
æ =a est un point singulier proprement dit. ° 

2° ou bien que les p racines de l'équation déterminante soient de 
la forme: 

kth, kKth,...,k +h, - 

k étant une quantité non entiere et h,, h,, ..., A, étant des entiers. 
Alors « = a (sil n'est pas logarithmique, ce que je suppose) est un point 
à apparence singulière (cf. Sur les groupes des équations linéaires, Acta 
mathematica, T. 4, page 217). 

3° ou bien que les p racines soient entieres. Alors pour x = a 
toutes les intégrales sont holomorphes ou méromorphes; ce point est un 
point singulier polaire (sil n'est pas logarithmique, ce que je suppose 
toujours). 

4° enfin si les p racines en question sont précisément 


On a. 3 flies) 


on a affaire à un point non singulier. 

Que se passera-t-il dans le voisinage d'un point non logarithmique 
si l'on passe de l'équation (1) à une équation de la méme famille ou de 
la méme espèce? 
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Soit «=a un point non logarithmique; considérons trois équations 
linéaires (1), (1 et (1”), la seconde de la méme espèce que (1), la 
troisième de la méme famille que (1). Soient (3), (3’) et (3") les équa- 
tions déterminantes relatives a ces trois équations différentielles et au 
point «=a. Soient 


Ay A ++. A 
les racines de (3). Celles de (3^) seront: 


ay +h, +h, .--,% +4, 


et celles de (3”) seront: 
Bauch, B+ a + hy, ttt) B 3 ay 4- ^, 


f étant quelconque et les h étant des entiers positifs ou négatifs. 

D'où les conséquences suivantes: Si le point z — a est un. point 
singulier proprement dit pour léquation (1), il en sera un aussi pour les 
équations (1 et (1”). Si ce point est un point, zon-singulier pour l'équa- 
tion (1), il sera non singulier ou polaire pour (1^) et il sera non singulier, 
polaire ou à apparence singuliére pour (1"). 

Done deux équations de la méme famille ont les mémes points 
singuliers proprement dits (logarithmiques ou non logarithmiques). Mais 
les points à apparence singuliére (et en particulier les points polaires) 
peuvent étre différents. 

Supposons maintenant que les deux équations (1) et (1) soient 
dépourvues de second terme, c'est à dire que: 


, 
£153 zs Pie es OF 
Dans ce cas la somme des racines de l'équation déterminante est égale à: 


p(p— 1) 
Le 


Supposons que ces racines soient toutes entiéres sans être précisément 
égales à 


GiB, 2, 2.55 (p-— r) 
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c'est à dire que nous ayons affaire à un point singulier polaire. La 
somme des racines doit être égale à la somme des p— 1 premiers 
nombres. D'ailleurs deux racines ne peuvent être égales, car il est aisé 
de constater que l'équation déterminante relative à un point singulier non 
logarithmique ne peut avoir deux racines égales. Donc une au moins 
des racines devra être négative; donc le point x =a est un pôle pour 
une des intégrales de l'équation (1), ce qui justifie le nom de point polaire 
donné à cette sorte de point singulier. 
Envisageons d'abord des équations du 2 
racines de l'équation déterminante est égale à 1; leur différence est égale 
à 1 pour les points non-singuliers, à un nombre entier plus grand que 1 
pour les points à apparence singulière, à un nombre non entier pour les 


ordre. La somme des 


points singuliers non logarithmiques, à 0, à 1 ou à un entier pour les 
points logarithmiques. 

Nous ferons les conventions suivantes: Si pour un point à apparence 
singulière, cette méme différence est égale à » + 1, nous dirons que nous 
avons affaire à un point à apparence singuliere du x^ ordre, ou encore à 
n points à apparence singulière confondus. Si pour un point singulier 
logarithmique ou non cette même différence, dont nous pouvons toujours 
supposer la partie réelle positive, est égale à » + A, À étant un nombre 


satisfait aux inégalités . 


dont la partie réelle A, 


o XA «1 


nous dirons que nous avons affaire à un point singulier et à » points à 
apparence singuliére confondus. 

Grace à ces conventions, l'énoncé du théoréme qui va suivre est un 
peu simplifié. Je dis que si léquation (1) a un nombre pair de points 
à apparence singulière, il en sera de méme de l'équation (i) et inverse- 
ment. En effet, soit: 


d’v 


(1) | qi TP = 0 


dx 


l'équation (1), posons: 


bo 
a 
— 
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' Soient A,, A, et M des fonctions telles que: 


AF, =, AR AZM MV: 
d'où 
d 


UTE (Mv) 


Ea 


Il résulte de là que le passage d'une équation du 2? ordre à une 


autre de méme famille peut toujours étre obtenu par la série d'opérations 
suivantes: 

1°. Multiplier la fonction inconnue par un facteur convenable. 

2°. La différentier. 

3°. La multiplier de nouveau par un facteur convenable. 

La première et la dernière de ces trois opérations ne modifient pas 
la différence des racines de l'équation déterminante. La seconde opération 
seule peut altérer cette différence. Voici comment: je suppose d'abord 
que l’on ait pour la fonction inconnue v le développement suivant: 


v — À(A + Br + Cz? + Dz? +...) + p(P'x + Ca? + Dir’? +...) 


À et y étant des constantes d'intégration; ce développement montre de 
plus que les racines de l'équation déterminante sont o et 1. Si lon a: 


B: ok GSE, 
Boc ? 
qo LEE ; dv 
il viendra pour le développement de +: 
ur 


dv 1 

== A(3Dx? +...) + (p + ACE + 2€ + 3D'i? +...) 

ce qui montre que les racines de l'équation déterminante sont devenues 
o et 2. Ainsi la différentiation peut faire apparaitre de nouveaux points 
à apparence singulière, mais elle en peut aussi faire disparaitre. — Soit 
en effet 


v — A(A + Bz + Cx? +...) + p(C' m? + De’ +...) 


Acta mathematica. 5. Imprimé 26 Juillet 1884 


n2 
oo 
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le développement de v. On voit que l'équation déterminante a pour 
racines o et 2. Si l’on différentie, il vient: 


A6 — X(B + 207 +...) + (200 + 3D'a* +...) 


dz A: 
ou lon voit que les racines sont devenues Oo et 1. En général, toutes 
les fois que l'une des racines de l'équation déterminante sera nulle, sans 
que l'autre soit égale a 1, la différentiation fera augmenter ou diminuer 
d'une unité la différence de ces racines, et elle ne pourra la faire varier 
si l'une des racines n'est pas nulle. 
Soit: 


d?v dv 
(4) 2: 19, 5 9-0 


l'équation à laquelle satisfait v; sa dérivée 





ca dv 
aa da 
satisfera à 
dw €, dw og, ; 
(5) da? + (¢, Pw 2. dz =F (v, EX " + ei) 7 ——c (Gy. 


Il s'est introduit par la différentiation de nouveaux points à apparence 
singuliére, définis par l'équation: 
fo = 9* 
Supposons, ce qui est toujours possible, que l'infini soit un point 
singulier ordinaire, d’où il résulte que c, doit être une fonction ration- 


nelle de degré — 2. La fonction e, aura 2d + s infinis, parmi lesquels 
d infinis doubles et s infinis simples. Elle aura Kk zéros de sorte que: 


k=adt+s—2 
ou 


k=s (mod 2). 


A chaque infini simple de @, correspond une équation déterminante dont 
une des racines est nulle; par conséquent, par la différentiation la différence 
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de ces racines diminuera ou augmentera d'une unité. D'aprés les conven- 
tions faites plus haut, il disparaitra ou il s'introduira un point à apparence 
singulière. Ainsi par le fait des s infinis simples de ¢,, il s'introduira 
o pareils points où: 


o=s (mod 2). 


Par le fait des k zéros de ¢g,, il sintroduira 4 points à apparence singulière, 
de sorte qu'il s’en est introduit en tout: 


k + 5=0 (mod). 


Donc la parité du nombre des points à apparence singulière n'a pas varié. 


§ 3. Réduction des équations linéaires. 


Parmi les équations d'une méme famille, il en est une que l'on peut 
regarder comme plus simple que toutes les autres. On peut se proposer, 
étant donnée une équation linéaire, de trouver la transformation qui la 
réduira à l'équation la plus simple de sa famille. 

Afin d'éviter des complications inutiles et qui ne touchent pas au 
fond des choses, je traiterai un cas particulier. 

Je supposerai que l'équation à réduire est du 2" ordre et que ses 
coëfficients sont rationnels en x, et j'écrirai cette opération sous la forme: 


dv 
(1) OP abd apa: 
Solent d,, @,, ..., a, les points singuliers, b,, b,, ..., 5, les points 


à apparence singuliére; je supposerai que les racines des équations dé- 


terminantes relatives à ceux-ci solent — — et =.  Réunissons dans une 


t3 [Us 


I 
2 
méme classe toutes les équations de la forme (i) ou les points singuliers 
d,, Gy, ..., &, CO sont les mêmes avec les mêmes équations déterminantes, 
et ou la parité du nombre h de points apparents est la méme. Chaque 
classe contiendra une infinité de familles. Il y aura un certain nombre 
de fonctions des coéfficients des équations d'une méme classe qui auront 
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la méme valeur pour celles de ces équations qui appartiennent a une 
méme famille. Ce sont des invariants qui définissent la famille et différents 
de ceux qui définissent la classe. Combien y a-t-il de pareils invariants? 
En d'autres termes, combien faut-il de conditions pour que deux équations, 
qui sont déja supposées appartenir à une même classe, appartiennent aussi 
a une même famille? 

Soit # une fonction rationnelle quelconque de x. Posons: 





La fonction 


satisfera à l'équation 


lg p" y? I : 
(2) m —"-:54is—uytr—n|-e 
Le coëfficient de 4, que nous appellerons ® pour abréger, admet comme 
infinis doubles: 

1*. Les infinis de ç, qui sont en général des infinis de &. 

2°. Les zéros de 4. 

Le rapport des intégrales de (1) subit certaines substitutions linéaires 
formant un groupe G lorsque la variable x décrit certains contours dans 
son plan. Si les équations (1) et (2) appartiennent à la méme famille, 
le rapport des intégrales de (2) subira les mémés substitutions linéaires 
formant le méme groupe G, et réciproquement, si ces deux rapports 
subissent les mémes substitutions, les deux équations appartiennent à la 
méme famille. 

Il résulte de là que le nombre cherché des invariants est au plus 
égal au nombre des parametres arbitraires du groupe G. Or ce groupe 
est dérivé de k substitutions, ce qui fait 3% paramètres, puisque chaque 
substitution dépend de 3 paramétres Mais les équations (1) et (2) sont 
assujetties à appartenir à une classe déterminée; on connait les multiplica- 
teurs de ces À substitutions correspondant à des contours infiniment petits 
décrits autour de chaque point singulier et celui de la substitution qui 
correspond à un contour infiniment grand. Il reste 2k — 1 paramètres. 
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Mais si l'on remarque que deux groupes G et o ‘Go, où s est une 
substitution linéaire quelconque, ne doivent pas étre regardés comme 
distincts, on verra qu'il n'y a en réalité que 2k — 4 paramètres arbitraires. 

Ainsi le nombre des invariants ne peut dépasser 2k — 4. Il sera 
précisément égal à ce nombre, si l’on peut trouver dans chaque classe 
une équation admettant un groupe donné, sans que les coëfficients de ce 
groupe soient assujettis à aucune relation d'égalité. Comme nous dé- 
montrerons plus loin ce théorème, nous admettrons que le nombre des 
invariants est 2k — 4 en nous dispensant de faire le calcul direct qui 
ne présente d'ailleurs pas de difficulté. 

L'équation réduite, c'est à dire la plus simple des équations d'une 
famille donnée, dépendra done encore de 2X — 4 paramètres. Quel est 
done le minimum des points à apparence singulière que l'on peut lui 
attribuer? Supposons que l'équation (2) soit réduite. Elle admettra % 
points singuliers et h’ points apparents; la fonction ® qui est de degré 
— 2 a done k + h’ infinis doubles et dépend par conséquent de 
3k + 3h’ — ı coëfficients Mais il y a entre eux 2k + 2h’+ 1 rela- 
tions qui expriment que l'équation appartient à la classe considérée et 
que les h’ points en question sont bien des points à apparence singulière. 
Il reste done k + h’ — 2 paramètres. Or ce nombre doit être au moins 
égal a 2k — 4. On doit donc avoir: 


Mais on a de plus h=/h’ (mod 2); le nombre minimum des points apparents 
est done k — 2 si k et h sont de méme parité et k — 1 si k et h 
sont de parité différente. Dans le premier cas, il n'y a dans la famille 
qu'un nombre fini d'équations n'ayant que k— 2 points apparents et on 
peut prendre fune d'elles comme équation réduite. Dans le second au 
contraire il y. a une infinité d'équations de la méme famille n'ayant que 
k — 1 points apparents. 

On peut encore prendre l'une d'elles pour équation réduite, mais 
cela ne suffit pas pour la déterminer. Nous achéverons de la définir en 
lui imposant cette condition que lun des points apparents devra avoir 
une valeur déterminée par exemple o. 

Voici maintenant comment on peut arriver à réduire l'équation 
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linéaire (1). Nous supposerons d'abord que k et k sont de même parité. 
Soient alors 
Gis gg es Oy 
les points singuliers, 


bi, bay ..., b, 


les points à apparence singulière. 
La fonction e, pourra sécrire: 


Y tX LY MEE. 


On aura d'ailleurs: 








5 
(3) G= +, Di + E, = 

en supposant pour fixer les idées que tous les points apparents soient 
distincts entre eux et distincts des points singuliers. Dans ces équations 
LE, représente le résultat de la substitution de 4, à la place de x dans 
la fonction 


Posons maintenant: 


“3 «(x — b))(e —b,) ... (x — b;)(æ — d,)(x — d,) ... (x — dx) 
(© — a,)(& — a) ... (@— a) (e — ¢,)*(@—e,)? ... (& — em)? 


h 





où a, les d et les c sont jusqu'à nouvel ordre indéterminés et ot 
2m = h — k; il est clair que m ne peut étre négatif, car si h était plus 
petit que % la réduction serait terminée. 

Nous allons disposer des indéterminées de telle facon ‘que la fonction 


R = — Co sis e 
qui est rationnelle de degré — 2 puisse se mettre sous la forme: 
, dé 
p au E". 
da 


0 étant rationnel et de degré — 1. 
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Soient en général À, À, ..., A, les infinis de 6, jn, po, ..., Mp 


les résidus: 
INSEE 
2— À 


Soit 0, et # le résultat de la substitution de A, dans les fonctions 





il viendra: 





Si lon a 





on devra done avoir 


M, = p + 


ce qui détermine les y, et par conséquent la fonction 9. On peut done 
choisir arbitrairement les M, et les A, mais non les N,, d'ou il résulte 
que pour qu'une fonction rationnelle de degré — 2 ayant p infinis doubles 





: dA . ve 
uisse se mettre sous la forme 0? — —, il faut p — 1 conditions; la p° 
p = 1 ; la 7 


[Ud 


condition qui acheverait de définir les p quantités N,, c'est que leur 
somme doit étre nulle. 

Dans le cas particulier qui nous occupe, il y a m +h +k infinis 
doubles; il nous faut done satisfaire à 


m-4-h-4k-—1-3m-42k—1 


conditions et pour cela nous ne disposons que de m + k — 1 arbitraires. 
Il faut done voir si h de nos conditions sont remplies d'elles-mémes. Pour 
cela supposons qu'on retranche de R les deux termes qui deviennent in- 
finis pour x = À, et que l'on appelle R, le résultat de la substitution de 
À, dans les termes restants, il est aisé de vérifier que l'on a: 


(4) R, = 6 + (2p, — 1)6;. 
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Parmi les infinis de R, considérons les points 6,, b,, ..., b, par 
exemple le point b,. Soit done b, = A; il viendra: Q 


3 2 3 
M. — — C = — a = ee — 
Me rer bi + Bi ri 


Parmi les valeurs qui satisfont a cette condition nous choisirons 


I LI 
g—- 
de sorte que l'équation (4) devient 
(4’) R; — 8. 
On a d'autre part: " 
NE DUE eem N, = — D, 


de sorte que la condition (4’) se réduit à 


(4”) R, = Di. 
Mais pour 2° —10, À, la fonction d s’annule de sorte qu'il reste 
simplement 
R, = — E, 
et 
E, + D? =o | j 


de sorte que la condition (4") se réduit a l'une des équations (3) et est 


satisfaite d’elle-même. 
v 
On pourra done disposer des m + k — 1 paramètres arbitraires pour 





satisfaire aux m + k — 1 conditions restantes. On envisagera ensuite la 
fonction: 
P ou d» 
er (9 -— =) 
\ d aa 


qui satisfera à l'équation (2). Cette équation n'admettra plus les points 
à apparence singuliere /,, b,, ..., b,; car pour le point b,, par exemple, 
supposons que l'on envisage le développement de x suivant les puissances 
croissantes de x — b,. Le développement de » commencera (pour l'intégrale 
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. du 
: celui de 7, par un terme de 
(xw 


wie 


générale) par un terme de degré — 


degré =, celui de 0 par un terme de degré — 1 et de coëfficient 


I - dv d 
Te Le développement de 6v + E devrait donc commencer par un 


terme de degré — mais les deux premiers termes se detruisent et il 


pA? I , A , ^ 
reste un terme de degré + —. D'un autre côté le développement de 


I ; 1 ; : 
— commence par un terme de degré — — et par conséquent celui de w 


vH z 
par un terme de degré o. Le point apparent 4, a done disparu. En 


revanche les points d,, d,, ..., d, , sont devenus des points à apparence 
singulière. L’equation (2) n'a done que k— 2 points à apparence sin- 
guliere; elle est done réduite. 
Voici maintenant une méthode plus simple pour déterminer la fone- 
tion 0. On pose: 
P; I Q; 
CS me NI 


© — aA 
Dans cette expression entrent 2m + k — h indéterminées, à savoir: les 


k résidus P,, les m résidus Q, et les m infinis c,. On les déterminera 
par les h conditions: 


(5) ü D. 
On peut ramener ces équations à étre linéaires de la facon suivante: 
Soit // le produit des k + h facteurs x — a, et x — b,.  Posons 
II ; d IT, 
I e pe d apr E 
Soient z, et 7! ce que deviennent //, et //, quand on y fait x — 6. 
Posons: 


H 
a= TE 


H et K étant des polynómes de degré m+h+k— 1: et m en x. 
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Soient H,, K,, H; et K; ce que deviennent ces deux polynómes et leurs 
dérivées quand on y fait r — 5,. Nous aurons les relations: 


to 
à 
| 


= ie 


exprimant que le résidu relatif à l'infini x — b,, est égal à —. D'autre 


part les relations (5) deviennent: 
2H; — Kinz, — Kr + 2D;z, K; = o. 


Toutes ces relations sont linéaires par rapport aux coéfficients des 
polynômes H et K et suffisent pour les déterminer. D'où cette conclusion 
importante qu'il n'y a en général qu'une seule équation réduite dans une 
famille. 

Supposons maintenant que h et k ne soient pas de même parité. 


Nous poserons: 


7 a(a — b)» — b,) ... (2 — by)e(z — d,)(x — d,) ... (x — dx) 


Y = (s—a)(e— a ... (6a) (e — S — 4)... @— en)" 





où 2m — h—%k. Nous disposerons des m + k — 1 indéterminées a, d 
et c de facon que la fonction 


E REA ! 
Hv) ao 
puisse se mettre sous la forme: 
: dé 
(p I 
da 


On verrait, comme dans le cas précédent, que cela est toujours 
possible et, en faisant à l'aide des fonctions & et # la méme transforma- 
tion que plus haut, on arriverait à une équation (2) qui n'aurait plus 
d'autres points à apparence singuliére que 


QV di d,, Ma 
et qui serait par conséquent réduite. 
On peut employer la méme analyse pour arriver à la réduction 


d'une équation linéaire: 
1°. Lorsque celle-ci est d'ordre supérieur au second. 
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2°. Lorsque ses coéfficients sont algébriques au lieu d’être rationnels. 

Puisqu’il n'y a dans une méme famille qu'un nombre fini de réduites, 
les coëfficients numériques de l'équation réduite ‘définissent la famille. Ce 
sont là les invariants dont il a été question plus haut. 


§ 4. Fonctions zétafuchsiennes. 


Soit g un groupe fuchsien queleonque que nous supposerons de la 
1"*, de la 2° ou de la 6° familles. Soient: 


JE iis 23.157 


Ed p 


p fonctions de z, n'existant qu'à l’intérieur du cercle fondamentak — Sup- 
posons que lorsque la variable z subit une substitution du groupe g, la 
fonction Z, se change en 


Da Z; 


c'est à dire en une combinaison linéaire des p fonctions Z. 
Les substitutions 


(Z , Lay Z;) 


formeront évidemment un groupe @ isomorphe à g et que nous appellerons 
zétafuchsien. Supposons maintenant que ces fonctions Z soient uniformes 
et n'aient à l'intérieur du cercle fondamental d'autre singularité que 
des pôles. 

Lorsque le groupe g est de la 2° ou de la 6° familles son polygone 
générateur R, aura un ou plusieurs sommets sur la circonférence du 
cercle fondamental. Soit « l'un de ces sommets. Je supposerai que les 
fonctions Z n'ont dans le voisinage du point z= a que des singularites 
logarithmiques analogues à celles que présentent dans le voisinage de ce 
méme point les fonctions fuchsiennes engendrées par le groupe g. Entrons 
dans quelques détails à ce sujet: les fonctions fuchsiennes engendrées par 


: 3 pee 
le groupe g sont holomorphes en € où ¢ = —*— et où Best un coéfficient 


E 


. 
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convenablement choisi. (Cf. Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, Acta 
mathematica, T. 1, p. 215. Dans le voisinage de ce méme point 
singulier, les fonctions Z seront de la forme: 


Pie! 0, 1 Ped) EE Peso, 


où @,, ®,,..., ®, sont holomorphes en e£, ou les À sont des constantes et 
où P,, P,, ..., P, sont des polynómes entiers en ¢ de degrés n,, nz, ..., n,. 
On a d'ailleurs 


"| | 2, -~. m, — Pp — q- 


Lorsque toutes ces conditions sont remplies, on dit que les fonctions Z 
sont zetafuchsiennes. d 
Reprenons les équations (1) et (2) du paragraphe 1 et l'équation 
auxiliaire (3) de ce méme paragraphe. Supposons que l'on ait choisi cette 
dernière équation de facon que x et y solent des fonctions fuchsiennes 
f(z) et fi(z) du rapport z des intégrales. Supposons de plus que les 
intégrales de l'équation (1) soient partout réguliéres. Si nous substituons 
a la place de x et de y, f(z) et f(z), les intégrales de cette équation 
deviendront des fonctions zétafuchsiennes de z 


Cela justifie la dénomination que j'ai adoptée. On sait en effet qu'on 


- 


ne peut pas obtenir.toutes les intégrales elliptiques par le procédé de. 


inversion, qui ne donne que les intégrales de 1”° espèce. Pour calculer 
les intégrales de 2% espèce, on y substitue à la place de x une fonction 
elliptique de z et lintégrale cherchée devient une fonction zéta de z qui 
augmente d'une constante lorsque la variable s'aceroit d'une période. De 
méme ici le procédé de linversion ne permet d'intégrer que les équations 
fuchsiennes. Pour les autres équations linéaires, il faut, comme nous 
venons de le voir, substituer à la place de x une fonction fuchsienne 
de z. Les intégrales deviennent alors des fonctions zétafuchsiennes de z 
qui subissent une ‘substitution linéaire lorsque la variable subit une 
transformation du groupe g. Les fonctions zétafuchsiennes jouent done 
ici le méme róle que les fonctions zéta dans la théorie des transcendantes 
elliptiques. 


, . . 
Cela posé soient: 
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deux fonctions fuchsiennes et un systéme de fonctions zetafuchsiennes 
admettant le groupe fuchsien g et le groupe zétafuchsien @ (les fonctions 
x et y sont liées par une relation algébrique). Il est aisé d'en déduire 
une infinité de systémes de fonctions zétafuchsiennes admettant les mémes 
groupes. Soient en effet F,, F,, F,, ..., F,, q + 1 fonctions fuchsiennes 
admettant le groupe g. Les fonctions: 


4 sud, ; dZ , d'Z 
PASTE, de + F de +... by : 








= Y C QUEUE TA , d'Z, 
FZ, + F, as + FE, dx? + a. + Den? 














ab EV? ah, , d'Z, 
I EUM al riae ka 4 TN Ph zz 


formeront un système zétafuchsien. 
Cherchons maintenant quelle est l'expression la plus générale d'un 
système zetafuchsien admettant les groupes y et @. Soit: 


TR ee 


2 p 


un pareil systeme. Posons pour abreger: 


Considérons la matrice: 


| 


Pour abréger nous n'avons écrit qu'une ligne de cette matrice; mais il 





pee Zu ol, 


faut supposer qu'elle a p lignes et que dans la # ligne, chacune des 
lettres que j'ai écrites sans indice est affectée de l'indice i. Soit maintenant 
(— 1*4, , le déterminant que l'on obtient en supprimant dans cette 


matrice la k° colonne; on aura les relations: 


ql 3; A epe te urne c p A 
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Lorsque la variable z subit une substitution du groupe g, les fonctions 
Z,, Zi, ..., T, subissent une méme substitution S appartenant au groupe 


G, à savoir: 
(Zi, 2a,Z,), (Zi, 24,4), 305 (T;, Za,T,). 


Tous les déterminants 4j, 4,, 4, ..., 4, sont alors multipliés par un 


méme facteur, c'est à dire par le déterminant: 


+ an. 


(SS 


Les rapports X ne sont donc pas altérés; ce sont done des fonctions 
xm 
fuchsiennes de z, cest à dire des fonctions rationnelles de x et de y. 


Voici donc l'expression générale cherchée: 
(4) ne dA UA TREE ER 


les F étant rationnels en x et y. 
Les fonctions Z? formant un systéme zétafuchsien, on aura: 


(s) Zr E ze qu eZ T, 26 


les F étant rationnels en x et y. Ainsi envisageons des fonctions zéta- 
fuchsiennes quelconques: | 
Zi Mantes D 


p 


ayant pour groupes G et g. Considérons-les comme fonctions de x = f(2), 
ou f(z) est une fonction fuchsienne admettant le groupe g. 

Elles satisferont toujours à une équation linéaire à coefficients algébriques. 

Il résulte de là que les fonctions T; satisferont comme les fonctions 
Z, elles-mêmes à une pareille équation. Mais en vertu de la relation (4), 
l'équation à laquelle satisfait 7, et celle à laquelle satisfait Z, appartien- 
nent à la méme espéce. 

Ainsi toutes les fonctions zétafuchsiennes qui ont méme groupe 
satisfont à des équations linéaires a coöfficients rationnels en x et en y 
et qui sont toutes de la méme espèce. 

Nous supposerons dans ce qui va suivre que le déterminant 


Ita, 
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de toutes les substitutions du groupe G est égal à 1. Cette hypothèse 
est permise. En effet on peut toujours dans une équation linéaire d’ordre 
p, faire disparaitre le coéfficient du terme en 


- 
d' v 


EX 
da? 


et si ce terme est nul, toutes les substitutions du groupe de l'équation 
ont leur déterminant égal à 1. 


§ 5. Développements en séries. 


Supposons d'abord que le groupe fuchsien g soit de la 1°° famille. 
Soit s, une substitution de ce groupe 


d (s. az + = ; 


7 7 + 6, 


Soit S, la substitution correspondante du groupe G. Ce sera une substitu- 
tion linéaire de déterminant 1 que lon pourra représenter par le tableau 
de ses coefficients: 


Qa Qd... Ay 
i 1 
Qj An... Ay 
FE Ws thc Oop 
La substitution S-! sera alors représentée par le tableau: 
i 
i i i 
11 12 ie Ay 
i i i 
21 Cr TOR 2p 
i i i 
pl ppc Pp 


ou les A sont les mineurs du déterminant des a. 
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Nous allons considérer p fonctions rationnelles 
(ELS ERs ER 


et p séries: 
- 
C M Say 


LAN) 


et nous adopterons les notations suivantes: 





SAC denn Bi 
= 5i? + 0; 
HS, = Lai, H, 
ESS "ave: 


Les séries € s'écriront alors 


(1) 59) = 2. (es LE 


Supposons que l'on ait démontré que ces séries sont absolument conver- 
gentes; voyons quelles seront leurs propriétés. On aura: 


A _, fa@ss)]" 
a = >, esse] 








et de plus: 





= .fa@ss)]" 
Een) 5 D pens [2699] 


(21. — >, ess [E29 


d'ou: 





et enfin: 


&(«&) = [&.(2)] 8 WEE 


— 
to 
So 


Ecrivons la série (1) et la relation (2) avec les notations ordinaires, 


il vient: 
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et 


Il reste à rechercher si les séries (1) sont absolument convergentes. Pour 
cela envisageons la série 


Ay = 2, mod [AL (ra + 0)?" ] 


et cherchons pour quelles valeurs de m cette série est convergente. 

Nous allons done chercher avec quelle rapidité croissent les coëfficients 
Ai. A cet effet envisageons les substitutions fondamentales du groupe 
G et leurs inverses. Si k est le nombre des substitutions fondamentales, 
nous aurons en tout 2kp° coëfficients. Soit M le plus grand module de 
ces 2kp? coéfficients. | | 

Soit maintenant S, une substitution quelconque du groupe @ dont 
tous les coëfficients aient leurs modules plus petits que N; soit d'ailleurs 
X une des substitutions fondamentales on une de leurs inverses. Les 
modules de tous les coëfficients de SX seront plus petits que pMN; car 
chacun de ces coefficients est une somme de p monomes ct chacun de 
ces monomes est le produit d'un coéfficient de S; par un coéfficient de X. 

Cela posé, une substitution S, quelconque pourra toujours se mettre 
sous la forme suivante: 


pv a UA 
4 E e EON Yr: wp 
(3) Sige ue rh eed 


Chacune des lettres 3,, X, ..., Y, désigne une des substitutions fonda- 
mentales oy une de leurs inverses, la même substitution pouvant d'ailleurs 
se retrouver plusieurs fois dans la suite. Les exposants a, 9», ..., % 
lorc 1131 £a ÉL ? 2 D e 

sont entiers positifs. La somme e — a, + a; + ... + a, s'appelle lerposant 
de la substitution. Dans le cas où la substitution S, peut se mettre d'une 
infinité de manières sous la forme (3), son exposant est la plus petite 
valeur que puisse prendre la somme a, + à; +...+a,. 

Il résulte de cette définition que les modules des coëfficients d'une 
substitution dont lexposant est à sont plus petits que 

' 


(Mp’. 


Le groupe G est isomorphe au groupe g. Il en résulte que l'ex- 
posant de S, est le méme que celui de la substitution correspondante s, 
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du groupe g si l'isomorphisme est holoédrique. Il est plus petit, en 
général, si l'isomorphisme est mériédrique. Dans tous les cas il ne peut 
pas être plus grand. 

Soit d'un autre côté R la distance à l'origine d'un transformé zs, du 
point z, distance évaluée au point de vue de la géométrie non-euclidienne; 
je veux dire que R est la L de la droite o-zs;. On peut trouver une 
relation entre À et l'exposant o de la substitution s, que nous appellerons 
aussi pour abréger l'exposant du point zs. En effet supposons pour fixer 
les idées que les points z et o soient tous deux intérieurs au polygone 
H,. La droite 4-0 dont la Z est égale à R traversera un certain 
nombre de polygones R,, R,,..., H, et a sera au plus égal au nombre 
n de ces polygones. Quelle relation y aura-t-il maintenant entre R et n. 

Considérons d'abord le polygone R,; la L de tout arc de courbe 
joignant deux points du périmétre de ce polygone appartenant à deux 
cótés non adjacents sera plus grande qu'une certaine limite inférieure que 
jappellerai 4. Considérons maintenant un polygone R, adjacent à R, le 
long d'un côte C, et envisageons un are de courbe joignant un point 
d'un côté C, de R, à un point du côté C, de R, et traversant le côté 
C,. Je supposerai de plus que ces trois côtés C,, C,, C, n'ont aucun 
point commun. (Of. Théorie des groupes fuchsiens, Acta mathematica, 
T. 1, page 31.) La Z d'un pareil are restera toujours plus grande 
qu'une certaine limite inférieure que j'appellerai y. 

Considérons enfin un are de courbe qui vient couper successivement 
divers côtés de divers polygónes R, et de facon que tous ces côtés vien- 
nent converger en un méme point. Ce point sera un sommet de l'un 
des polygones et comme le groupe g est supposé de la 1°* famille, ce 
sera un sommet de la 1° catégorie auquel ne viendra aboutir qu'un 
nombre fini de côtés. J’appellerai h la limite supérieure que ce nombre 
fini ne pourra dépasser. On aura alors: 

n<R (5 + d 


{1 / 
/ 
inégalité que nous pourrons écrire: 


n<aR ou o<akR 


a etant une constante. 
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Mais si l'on se reporte au paragraphe 1 du Mémoire sur les fonctions 
fuchsiennes (Acta mathematica, T. 1), on verra que lon a (K étant 
une constante) 

mod (7,2 + à) ^ < occ Hg 
fa^ i gea + gk + 2 
et de plus que la série 2 mod (7,2 + 2) ^ est convergente. 
On a d'ailleurs, d’après ce que nous venons de voir: 


mod A‘, < (Mp) <,et'e m, 
On peut donc prendre m assez grand pour que: 


am — 4 > alog(Mp) 
dou: 
mod Ai, (7,2 + à) ^" < mod (7,2 + 0) * 


et par conséquent pour que la série 4, définie plus haut soit convergente. 
La limite que l'on est ainsi conduit à attribuer au nombre »& n'est pas 
précise. Reprenons maintenant les séries (1); on peut trouver une limite 
supérieure du module des p fonctions: 


H,(zs;) 


pourvu qu'aucune d'elles ne devienne ‘infinie sur le cercle fondamental. 
(Cf. Mémoire sur les fonctions fuchsiennes § 1, Acta mathematica T. 1.) 
Les séries (1) sont donc absolument convergentes. 

o 


CHOSE D. 


La relation (2) montre ensuite que si l'on divise les p fonctions 
&, &, ..., €, par une méme fonction thétafuchsienne #, les quotients 


forment un système zétafuchsien. 

D'où la conclusion suivante: Avec un groupe fuchsien g de la 1** 
famille et un groupe zétafuchsien G isomorphe au premier, on. peut 
toujours construire une infinité de systèmes zétafuchsiens, 
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n2 
oo 
e 


Done on peut toujours construire une infinité d'équations linéaires 
admettant un groupe donné, pourvu que ce groupe soit isomorphe à un 
groupe fuchsien de la 1° famille. 

Cette remarque est importante au point de vue de l'intégration alge- 
brique de ces équations. Les savants qui ont abordé jusqu'ici la question 
de cette intégration algébrique ont cherché à former les groupes d'ordre 
fini contenus dans le groupe linéaire. Il restait à savoir s'il existait des 
équations admettant ces groupes. Cette question est maintenant résolue, . 
pulsque tout groupe d'ordre fini peut toujours être regardé comme 
isomorphe à un groupe fuchsien de la 1°* famille. 

Qu'arrive-t-il lorsque le groupe G est d'ordre fini? Il est mériédri- 
quement isomorphe au groupe g; si dans ce groupe g on distingue les 
substitutions auxquelles correspond dans le groupe G la substitution 
identique, ces substitutions formeront un sous-groupe g’ contenu dans g. 
Les fonctions z = f(z) et y = f,(z) et, en général, les fonctions fuchsiennes 
de groupe g, pourront étre regardées comme des cas particuliers des fonc- 
tions fuchsiennes de groupe g. D'un autre côté, les séries &, &, ..., & 
se réduisent à des séries thétafuchsiennes de groupe g’, et les fonctions 
Z,, 2, :.., Z, à des fonctions fuchsiennes de groupe j'. Il y a donc 
une relation algébrique entre Z, et x.  L'intégrabilité algébrique des 
équations linéaires auxquelles satisfont les fonctions Z, est done mise en 
évidence. 

Nous pouvons dés à présent indiquer l'expression analytique générale 
des fonctions zétafuchsiennes. Nous avons vu en effet que si 


d Eg SOT zZ (h=1, 2, ...,p) 
sont p systèmes zetafuchsiens et si 


"mm m 
ie liTjentiieiokT 


p 
représentent un systéme zétafuchsien quelconque, on a 
m nj 1 7 r 2 Y Fn 
EDS Ye BAt BG 


Pu Br 


j 
considérer comme le quotient de deux séries thétafuchsiennes. Voici par 


étant des fonctions fuchsiennes que lon peut toujours 


conséquent quelle est la forme générale de la fonction T,. 
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Soient 


p series de la forme (1) et p+ 1 séries thetafuchsiennes, on aura 


al Le =p 
T. — 85, + 6o, b... + 05S, 
p 4 ) 





Parmi les séries € on peut en envisager qui sont plus simples que 


les autres. En effet dans les p séries: 


Jy 


entrent p fonctions rationnelles arbitraires: 


je LE: 


p 


Supposons que toutes les fonctions H soient nulles, excepté H,, la 


série £, se réduira à 





reete. ee 
Les séries de cette forme où p — 1 des fonctions arbitraires H sont nulles 
peuvent s'appeler séries $ simples. 

"Choisissons maintenant p fonctions H quelconques et formons un 
systeme de séries £, à l'aide de ces p fonctions. Formons ensuite avec 
chacune de ces p fonctions, avec H, par exemple, un systéme de séries 
simples £,, les p — 1 autres fonctions étant supposées nulles, on aura: 


y 


TIS eu == £a Ei UC == St 


ce qui montre qu'une série € quelconque peut étre regardée comme une 
somme de séries simples. 

Voyons maintenant quelle est l'expression analytique des séries € au 
moyen des intégrales d'une équation différentielle linéaire, donnant nais- 
sance à un systeme de fonctions zétafuchsiennes. D'abord, afin d'éviter 
des complications inutiles et qui ne tiennent pas au fond des choses, je 
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[9 0] 


supposerai que le groupe g est non-seulement de la 1°%* famille, mais 
encore du genre o. Le systéme zétafuchsien considéré: 


Zi 5 7 erg Z 


p 


regardé comme fonction de la transcendante fuchsienne x = f(z) satisfera 


à l'équation: 





(4 PL RER een sf 
da? LU dary 


où les coëfficients ç, sont rationnels en. seulement. Je supposerai pour 
simplifier que cette équation (4) soit du 2° ordre et qu'elle soit réduite 


au sens donné à ce mot au paragraphe 3 de ce mémoire. Je lécrirai: 


d?Z E 


Les infinis de ¢,, c'est à dire les points singuliers, seront a, @, ..., d, 
et oo. Je supposerai qu'il n'y a pas de points à apparence singuliere 
ou plutót s'il y en a, je les regarderai comme des points singuliers or- 
dinaires et je les ferai correspondre à un sommet de R,.  J'appellerai 
4j, 05, sss, Ans 4, les sommets de À, qui correspondront aux 4 + 1 


I= 
points singuliers @,, d, ..., @,, ©. J’appellerai Em comme dans le 
' 3: 


yaragraphe du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, la somme des 
=: , 
angles du cycle dont fait partie le sommet a,. Les racines 7, et 1 — 7; 
D> i fi Ti 
de l'équation. déterminante relative à x = a, et à l'équation différentielle 
1 i 
: : I ae T 
(4) devront étre des multiples de 3 Les intégrales Z, et Z, de l'équa- 
Pi 
tion (4), regardées comme fonctions de z, seront infinies d'ordre (y, — 1); 
ax dZ ; dZ dS n : 
Leurs dérivées Zi = aa © 2, = 7, seront infinies d'ordre 
ak ea 
nf. Voici maintenant quelle est l'expression générale d'une série € 


pour 2—4aq 


i* 


quelconque : 





diam 1/ r 7 m > 
s) [F(z)Z, + F,(«)2)] = 6, 


F(x) et F(x) étant des fonctions rationnelles de x, 
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Nous allons chercher si l'on peut déterminer ces deux fonctions ration- 
nelles de telle facon que l'expression (5) et l'expression conjuguée 


i day m D Li 
(5) = (FZ, + F2) = & 
ne deviennent pas infinies à l'intérieur du cercle fondamental. 
Si l'on a, comme nous pouvons le supposer puisque le coefficient de 


= est nul dans l'équation (4): 


Ze Su; 


il vient 


et 


Il suit de là que les deux fonctions F et F ne peuvent devenir 
infinies que pour les points singuliers z — 4,, la premiére d'ordre 
(y; + m)8, — m au plus (en z) et la seconde d'ordre (y, + m — 1)8, — m 
au plus. 


On aura done 





Bx 
F= 7 2 n 
(air a.) ... . (@ —.a4)" 
et 
Hz 
Ja = 4-1, 2 A,—1 
Ga) az as pay) 
Ol À, 4, ..., 4, sont les plus grands nombres entiers satisfaisant aux 
inégalités: 
m 
(6) ,<yntm— 7; 
zx E 


et où 0 et 9, sont des polynómes entiers en x qu'il s'agit maintenant de 
déterminer plus. complétement. 
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Nous venons de voir que F ne pouvait devenir pour # = a, infini 
d'un ordre plus grand que À, et que F, ne pouvait devenir infini d'un 
ordre plus grand que À, — 1. 

Cherchons maintenant un nombre y, tel que si 7 est infini d'ordre 
p, et F, infini d'ordre y, — 1 pour 2 — a, & et & soient certainement finis. 

3 da dam F : : ; 
Il arrive alors que FZ, (=) et F,Z, (5) deviennent infinis d'ordre: 
I 
no ji —m (1 — x) 


d'où il résulte que y, est le plus grand nombre entier satisfaisant à 
l'inégalité: + 
M 

Bei dab vr 


Pi 


dz 3 4 SEE I ; 
Pour x — co, — devient infini d'ordre 1 + — , Z, d'ordre ;,,, 
dz faa 


et Zi d'ordre. z,,, — 1. Il en résulte que F ne peut pas être infini 
d'ordre plus élevé que: 
TN 
DET IE == j | == Bay 
ae \ Pat 
et F, d'ordre plus élevé que 4,,, + 1. 
D'autre part si Fest infini d'ordre p,,, et F, d'ordre y,,, + 1, & 
et &, seront au plus d'ordre: 


{ TAN 
Pa+1 + In+1 c m (1 c a) 
\ i 


à n+1 


de sorte que si p,,, satisfait à l'inégalité: 





I \ 
en 3E 9 ) nar 
=; \ Pn+1 
on sera certain que €, et & sont finis. 
Posons maintenant 
2 
F = fe, F, —fie, 


f. c. f,.«, étant des fonctions rationnelles devenant infinies respective- 
ment d'ordre y, A; — ju, p, — 1, À — jj, pour x — a, et d'ordre p41, 
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Met Pe an FI, Agi Mur pour @= co. Pour que cette dé- 
composition ne puisse pas se faire d'une infinité de manières, nous sup- 
poserons qu'un coéfficient queleonque de f et un de f, sont assujettis à 
avoir une valeur donnée. 


Voici alors le nombre des coéfficients restés arbitraires: 
dans f, In; 
dans fi; Zm+i—n 
dans ¢ et dans ¢,, 22, — Du, + 1 


en tout 


22, + 3 — n. 


: Mais entre ces coéfficients, il y a certaines relations dont il faut 
chercher le nombre. Considérons un quelconque des infinis a,, posons pour 
abréger a, = o et supprimons partout l'indice 7. Soit: 


| G= Ar = Ar ri + Arr? + . EE A Ay == e 
Po — Aut o Aug put s as cicer gis body 4 gi 


, 


¢’ et ei étant finis pour z — o. On peut maintenant toujours supposer 
que Z, et Z, aient été choisis de maniére à étre respectivement infinis 
d'ordre (p — 1) et — r pour x — o, car si cela n'était pas il suffirait de 
remplacer Z, et Z, par aZ, + BZ, et rZ, + 0Z,, a, f, y et à étant des 
coëfficients convenablement choisis. Cela posé, imaginons qu'il my ait 
aucune relation entre les coëfficients A des expressions (7), l'expression 
(5) sera infinie d'ordre: 


(8) ài—m(1—2) 4 r—3 


et l'expression (5’) d'ordre: 


L'expression (5" est done finie en vertu de l'inégalité (6). Mais pour 
que l'expression (5) soit finie, il faut qu'il y ait entre les coëfficients 


> 
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A des expressions (7), des relations dont le nombre est précisément le 
plus petit entier qui est égal ou supérieur à l'expression (8), c’est à 
dire À — p. 

Le méme raisonnement s'appliquerait pour z — co et on trouverait 
qu'on doit avoir entre les coëfficients de ¢ et c, 2,,; — fyi relations 
pour que (5) et (5" restent finis pour z — co. Il y a donc en tout 


29 D7 
relations et il reste: 


2 E In, +3—n 
coëfficients arbitraires. Dans cette expression 272, signifie 


Nise ee OX 


Ainsi toutes les séries qui ne deviennent pas infinies, s'expriment linéaire- 


ment à l’aide de: 


BE In, +3—n 


d'entre elles. On trouverait un résultat analogue pour le cas de p> 2. 
Nous devons adjoindre au groupe zétafuchsien G, le groupe zéta- 
fuchsien corrélatif @, défini de la facon suivante; soit: 


WT) 


une substitution correspondante de G, la substitution correspondante de 
G, sera: 


en appelant 


D DS Don 


l'un des systèmes zétafuchsiens engendrés par le groupe G,. On sait que 
dans la théorie des formes algebriques et en particulier dans celle des 
formes appelées contravariants et mixed-concomitants, la considération de 
la substitution corrélative d'une substitution linéaire donnée joue un rôle 
fort important. 
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Considérons maintenant l'expression suivante 


(9) : AT + ZT,-...-2,,. 


Quand la variable z subit une substitution du groupe fuchsien 5, 
les Z, subissent la substitution correspondante de @ et les T; subissent la 
substitution correspondante de G,. Il en résulte que l'expression (9) 
elleanéme demeure invariable. C'est donc une fonction fuchsienne de z. 

On verra plus loin le róle des fonctions zétafuchsiennes et surtout 
des séries 4 engendrées par le groupe corrélatif G,. 

Remarquons maintenant que dans le cas particulier de p = 2, à la | 
substitution: 


83555; 
D 
G d, 
du groupe G, correspond la substitution 
d; — €, 
= b, a; 


du groupe G,.. Ces deux substitutions ont évidemment mêmes multiplica- 
teurs, d'où il suit que les quantités que nous avons appelées plus haut 


n: f2: a) fus In+1 


sont les mêmes pour les deux groupes @ et G,. 

Supposons maintenant p> 2; si æ =a est un point singulier pour 
lequel l'équation déterminante relative à une équation (4) engendrée par 
le groupe G, ait pour racines: 


[0] 


LR ae | p 


l'équation déterminante relative à l'une des équations (4) engendrées par 
le groupe G, aura pour racines: 


mb d EAM imo S ai tein drei. 


1 = , S 2 2 JE IS IEEE) Ep 2 


| 
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§ 6. Décomposition en éléments simples. 

Soit 
(1) V EE 
un systeme zetafuchsien que je supposerai de la 1° famille, comme dans 
le paragraphe précédent. Soit f(z) une fonction fuchsienne de la 1° 
famille ayant inéme groupe fuchsien que ce système. Je supposerai, pour 
fixer les idées, que cette fonction est de genre o et que toutes les autres 
transcendantes fuchsiennes de méme groupe en sont des fonctions ration- 
nelles. 

Je vais reprendre les notations du $ 5 du Mémoire sur les fonctions 
fuchsiennes (Acta mathematica, T. 1, p. 240). 


Zia) (df(z) * ,, 
) Jae ds us 


prise le long du contour S défini à la dite page 240. Je dis que cette 


Considérons l'intégrale: 





u 
to 


intégrale tend vers o quand r tend vers 1, pourvu que h soit suffisam- 
ment grand. 
En effet nous pourrons aisément trouver une limite supérieure M, 


I ^ d 
du module de ———. Supposons maintenant que le module de = reste 
AU az 


inférieur à M, le long du périmètre de R,; il restera inférieur à: 
M, H^ 


le long du perimetre de S. Supposons enfin que le long du périmètre 
de A,, les modules des p fonctions: 


restent inférieurs à M,. Cherchons la limite supérieure du module de 
ces mémes fonctions le long du périmètre du polygone R, en supposant 
que la substitution s, qui change À, en A, soit d'exposant a. Soit S, la 
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substitution de @ qui correspond à s;. Nous avons vu au paragraphe 
précédent.que les coëfficients de S, sont plus petits que 


ac 


e 


a étant une eonstante convenablement choisie. Done le long de À, le 
module des p fonctions Z est plus petit que: 


pM,e“. 


Considérons en particulier les polygones À, qui forment la bordure 
de S. Leur exposant est, d'aprés le paragraphe précédent, plus petit que 
b . x ee *, ' , 

—(R + 2) ou b est une constante convenablement choisie. D'où ce résultat: 
a 


mod Z, < pM,e"**» 


le long de $. La quantité sous le signe 9 a done son module plus 
petit que 
(3) pM, MMe). 
Si l'on se reporte à la valeur de H (Fonctions fuchsiennes, Xcta mathe- 
matica, T. 1, p. 241) on verra que cette expression (3) tend vers o 
pourvu que 

b — 4h. 


L'intégrale (2) tend done aussi vers o, d'ou l'on peut conelure que les p 
fonctions 


ONE ZO 


peuvent se développer en séries de la facon suivante: 


(5) MP = a + v3 (2 À px D (z Er 





ou les a sont les infinis et les A les résidus. Si la fonction n'admet que 
des infinis simples, cette serie se réduit a 


A 
E 
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Quand on connaitra les infinis et les résidus de ces p fonctions à. 
lintérieur de R,, on connaitra tous les infinis et tous les résidus de ces 
mémes fonctions et par conséquent la serie (5). Supposons que «a soit 
un infini des fonctions (4) situé à l'intérieur de Zi, et que nous supposerons 
simple pour fixer les idées. Soient: 


V BN PN e 


D 
les résidus des p fonctions (4) correspondant à cet infini. 
Les points: 


dia + Pi 
E nat 0; 
seront aussi des infinis simples de ces mémes fonctions (4). 
Nous écrirons comme plus haut: 


55 


‘Ep A 


si la substitution S, s'écrit: 


(Z,; Dan Zu): 


Or nous avons 


Zi aay | TE a zh EEE 


Multiplions l'identité précédente par 2— a et faisons 2 = a, il viendra, 
en appelant 


les résidus des p fonctions (4) pour z — as, 


(y,a + 0)A, = 2a, A, (ra + 0) * 
d'ou 


A; 2 (A, S,) (y, + 0) ore | js 
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Telle est la valeur des résidus cherchés. Réunissons ensemble les 
termes de la série (5) qui correspondent aux infimis de la forme as,; nous 
trouverons la série suivante: 


(4, S;) 
6 DE a) > EST 
( ) ! ( 2 ) (z iu as;)(y; DE aye " 


de' sorte que chaque fonetion (4) se trouve décomposée en une somme 





d'un nombre fini d'éléments simples de la forme ®,(z, a). 

Mais on peut pousser plus loin encore cette décomposition en éléments 
simples. 

L'identité (6) pourra en effet s'écrire: 





a», À 
- po 4v 
d y £e 


i(z — as;)(y;a + di) 
ou encore: 


D — AO ALO, + + 40, 


D 
Any 
D, = > CT 
(2 F4 as;)(y;a ku 0i) 


de sorte que si les fonctions (4) admettent les infinis simples 


en posant 





à l'intérieur de R,, et si elles admettent l'infini z, respectivement avec 
les résidus: 


Bu, By; sey By 


il viendra pour la j£ des fonctions (4) l'identité: 


Nen. A 
Z,,(2) (9) TPS D ouo, à) 
qui nous montre cette fonction décomposée en éléments simples. On 
arriverait à un résultat analogue pour les cas où cette fonction admettrait 
des infinis multiples. 


248 H. Poincaré. 
Voyons ce que sont ces éléments simples et pour cela regardons dans 
l'expression @,,(z, a) z comme une constante et & comme la variable. 
Cherchons maintenant à former les séries £ simples du paragraphe 
précédent avec le groupe G, corrélatif de G de ce méme paragraphe, 
a étant toujours la variable; nous trouverons: = 


= 2. H,(as;) ai, (ja — Da 


Le 
um 
Su» 


ou en faisant: 





il viendra 


Ainsi la transcendante ®,, regardée comme fonction de a est une fonction 


£ admettant le groupe G, corrélatif de G. 

Nous allons supposer maintenant p — 2 pour fixer les idées et nous 
allons étudier de plus prés la décomposition en éléments simples des 
fonctions: 


da^ —h 
(5) (FZ, + FZ) = A, 


(2) (PA EZ) =A, 


Z,, 2, Z, Z ayant la méme signification qu'à la fin du paragraphe 
précédent et F et P, désignant des fonctions rationnelles en z. Il est 
clair que 4, et A, sont des fonctions de la forme (4) auxquelles, par 
conséquent, on peut appliquer tout ce que nous venons de dire. 

Dans ce qui va suivre, les lettres A, 7,, À, zu auront la méme 


signification qu'à la fin du paragraphe précédent, et nous poserons: 
m=h-+ 1. 


Cherchons la condition pour que les fonctions A, et A, ne deviennent pas 
| l 


1 2 
infinies pour z—=a,. Il faut que F et PF, deviennent nuls d'un ordre 
suffisamment grand et c'est cet ordre qu'il s'agit d'abord de déterminer. 
et Z, soient respectivement 


Supposons pour le faire plus aisément que Z, 
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infinies d'ordre 7; — 1 et — 7, cela est toujours possible, car si cela 
+B ^ = = à] 
n'était pas, on remplacerait Z, et Z, par aZ, + BZ; et yZ + 0Z,, 
a, B, 7, © étant des coëfficients convenablement choisis. Si alors F devient 
nul d'ordre ö, et PF, d'ordre 9, + 1, A, et A, seront respectivement in- 
finies d'ordre: 


et 


ou ce qui revient au méme 
Ó, 2 pt; — 1. 


Cette condition est suffisante pour que 4, ne devienne pas infini. 
Pour que 4, reste également fini, il faut encore qu'il y ait certaines rela- 
tions entre les coefficients de F et de F,. 

Supposons maintenant que F et PF, deviennent nuls d'ordre @,,, et 
0,,;— 1 pour z — oo et Z, et Z, infimis d'ordre 7,,, et 1 —7,,,. I 


et A, deviendront infinis d'ordre: 


en résultera que 4, ; 


—— h ( —— z) u În+1 EN Ons 


Pn41 
et 


I 
E h(t xz) bt i dann 


JE 
Par conséquent A, reste fini pourvu que 


I 





di > I —pnach(i = z 


Puti/ 
ou ce qui revient au méme: 


^ 
O41 > dua Eb 3. 
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Si en outre il y a certaines relations entre les coëfficients de F et de 


F 


1? 
que à, et 0,4, sont égaux à leurs limites, c'est à dire que l'on a 


A restera fini. Nous ne restreignons pas la généralité en supposant 


N 
Oi 


— Li — I 
N 
On+ı = Ponti 13: 


Considerons maintenant les relations dont il vient d’etre question et 
qui doivent exister entre les coéfficients de F et de F, pourvu que les 
deux fonctions A restent finies pour z — a; et pour z — «a,,, et avant 
tout, cherchons quel en est le nombre. 

Si F et F, étaient des fonctions rationnelles queleonques assujetties 
seulement à être nulles d’ordre 


à, et à, +1 (ou 6,41 et deu — 1 pour 2 — a,,ı) 


A, serait infini d'ordre 


I 


I N ^ 
h ( EH + ÈS poo à) (ou es i(1 == Q ) aus In+1 ZI; 0,41) 


Bn 





Dans le développement de A, suivant les puissances croissantes de « — a,, 
il y aurait done 


zi pour 2 = 0,41) 


(ou E lius — Oy, Rh ( + 5 
- DES V. 


termes infinis Nous désignons par E’(x) le plus petit entier satisfaisant 
à la condition 

E'(x) > x 
et par E(w) le plus grand entier tel que 

E(x) «€ x. 
Le nombre des relations nécessaires pour que les deux A restent finis 
pour z — a, est done égal à: 


Mémoire sur les fonctions zétafuchsiennes. 251 


ou bien 


ou, ainsi qu'il est aisé de le voir: 
À; — 1 -— 0, — À — y. 


En ce qui concerne le point z= 4,,,, le nombre des relations est égal à: 


Elsa du hlı + : ) 








Pa+ı 
ou 
El. — h(t Hal )] "M 
Pn+1 
ou enfin 
Acus m bee Ons ES Ant — Pn4i- R 
On a en effet 


MC E|. + (h + (1 cal 





a E|r... — 1 — (h + 1) (1 + z)] 
E(x) = — E(— 2), . E(c + 1) = E(x) +1 


+) 


/ 





a et b étant des entiers. 
Le nombre total des relations est donc ainsi de: 


| BEN. 


Considérons maintenant les diverses fonctions À qui admettent g in- 
finis simples donnés sans en admettre d’autres. Toutes ces fonctions 
s'exprimeront linéairement à l'aide d'un certain nombre d'entre elles. 
Quel est ce nombre? Les fonctions F et F, admettent les q infinis 
donnés; mais comme elles doivent être nulles respectivement d'ordre 9,., 
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et d'ordre 2,,, — 1 pour x — co, elles admettront g— 9,1, et q—9,,, +1 
zéros. Mais la fonction F admet 9, fois le zéro a, et la fonction F, 
ladmet 9, + 1 fois; il reste donc 


q — 220 zéros arbitraires dans F 
et 
quc, ans 2 


1* 


Il y a done en tout dans F et F, 


2q — 226+ 3—n = 24 — 22 p, + n— 3 


coéfficients arbitraires. 

Mais nous n’avons pas tenu compte des relations qui doivent exister 
entre les coéfficients de F et de PF, et dont nous venons de déterminer 
le nombre. Il faut donc retrancher de l'expression qui précéde le nombre 


de ces relations, c'est à dire 
pu Pu 
‘Tl restera ainsi: 


Quaque s 


coëfficients réellement arbitraires. 

Ainsi toutes les fonctions À qui admettent les q infinis donnés s'ex- 
priment linéairement à l’aide de Q d'entre elles. 

Dans toute décomposition en éléments simples, il y a un nombre 
que l’on peut appeler fondamental et qui joue un rôle trés important. 
Supposons qu'il s'agisse de décomposer en éléments simples les fonctions 
qui appartiennent à une certaine catégorie C. On doit supposer que la 
somme de deux fonctions appartenant à cette catégorie C, appartient 
également à C; ce n'est que dans ces conditions qu'on peut étre conduit 
à chercher une décomposition en éléments simples. Il peut arriver que 
les éléments simples fassent eux-mémes partie de C; c'ést ainsi que dans 
la décomposition des fractions rationnelles, on est conduit à des éléments 


de la forme 





qui sont eux-mémes des fractions rationnelles. Dans 


x 


ce cas, nous dirons que le nombre fondamental est égal à o. Mais le 
contraire peut arriver également. Ainsi dans la décomposition des fonc- 
tions doublement périodiques, les éléments simples sont de la forme 
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A“ log (s — a) et ne sont pas des fonctions doublement périodiques. 


Maïs il existe des fonctions doublement périodiques qui sont des sommes 
de deux éléments simples seulement, et à l'aide desquelles toutes les autres 
s'expriment linéairement. Dans ce cas, le nombre fondamental sera égal 
à 1. En général s'il existe des fonctions de la catégorie C, décomposables 
en m + ı éléments simples seulement et à l'aide desquelles toutes les 
autres fonctions de la catégorie C peuvent s'exprimer linéairement, le 
nombre fondamental sera égal à m, pourvu que m soit le plus petit 
nombre jouissant de cette propriété. Ainsi dans la décomposition des 
fonctions rationnelles de x et de y, (y étant lié à x par une relation 
algébrique ¢(x, y) = o) décomposition découverte par M. Rocu, le nombre 
fondamental est égal au genre de la relation ç = o. 

Envisageons de méme la décomposition de la fonction A(z) que nous 
avons considérée aux pages 238, 266, 275 et 284 du mémoire sur les 
fonctions fuchsiennes en éléments simples de la forme: 


PR = E 
4,0%, à). C) 
Dans le mémoire cité, nous avons déterminé le nombre fondamental 


relatif à cette décomposition. C'est ainsi que dans le cas du genre o et 
de la 2* famille (loco citato p. 276) nous avons trouvé pour ce nombre: 


n(m — 1) — m. 


Quel est maintenant le nombre fondamental relatif à la décomposition 
qui nous occupe ici, c'est à dire à la décomposition de la fonction A, en 
éléments simples de la forme: 


4;0,,(2, z) ou 4,0, .(2, 2). 


© 


Pour cela, il nous suffit d’enoncer le résultat suivant: si m est le nombre 
fondamental d’une décomposition quelconque en éléments simples, toutes 
1 ples, 
les fonctions qui s'expriment linéairement a l'aide de g éléments donnés, 
peuvent étre exprimées linéairement à l'aide de q — m d'entre elles. 
Nous avons vu que les fonctions À qui admettent g infinis donnés 








(‘) Acta mathematica, T. I, p. 242. 
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peuvent s'exprimer linéairement à l’aide de 
2g — Zu — Lu, +n—3 5 


d'entre elles. Or ces fonctions peuvent s'exprimer linéairement à l'aide 
des 24 éléments simples: 


Donc le nombre fondamental est égal à: 
LA, + I + 3 —n. 


Dans la théorie des fonctions fuchsiennes et des fonctions A(z) en- 
gendrées par ces transcendantes, le nombre fondamental jouissait d'une 
propriété remarquable que je vais rappeler. 

Soit &(h) le nombre fondamental relatif à la décomposition en élé- 
ments simples des fonctions de la forme 


A(z) = (=) Fe, y) 


où Æ désigne une fonction rationnelle des deux fonctions fuchsiennes 
z et y. 
Soit e(m) un nombre tel que les fonctions de la forme 


‘da\™ __ 
a —) F(a, 4 
( ) (7) ( 4 y) 
(ou F a la méme signification que plus haut) qui ne deviennent pas in- 
finies à l'intérieur du cercle fondamental, s'expriment linéairement à l'aide 
de ç(m) d'entre elles. , 
On avait lidentité: 


DCR) = g(h +1). 


C'est de cette identité que nous avons tiré une conclusion importante, à 
savoir que toute fonction de la forme (a) pouvait étre représentée par 
une série thétafuchsienne (de la forme (4), $ 1, Mémoire: sur les fonctions 
fuchsiennes). 


bo 
or 
Qu 
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De méme ici, soit: 
Dh) = EX + En, + 3 —n 
le nombre fondamental relatif à la décomposition de 4,. 
Soit c(m) un nombre tel que toutes les fonctions de la forme: 


(8) (S) A + FZ) 


(forme (5) du $ précédent) puissent s'exprimer linéairement à l’aide de 
g(m) d'entre elles. On aura encore: 


(7) DC) = e(h + 1). 

Voyons si on pourra tirer de cette indentité la méme conclusion que 
dans le paragraphe cité, c'est à dire si on pourra démontrer que toutes 
les fonctions de la forme (f) peuvent s'exprimer par l'une des séries € 
du paragraphe précédent. 

Supposons que toutes les séries € qui ne deviennent pas infinies à 
l'intérieur du cercle fondamental et qui correspondent à un exposant m 
égal à + 1 puissent s'exprimer linéairement à l'aide de 6(h + 1) d'entre 
elles. On aura évidemment 
(0) (h + 1) <¢(h + 1) 
puisque toute série & est égale à une fonction de la forme (8). Si l'on a: 

a= ¢o 
toute fonction de la forme (f) pourra réciproquement s'exprimer par 


une série £. II n'en serait plus de méme si l'on avait: 


0 « e. 
Soient maintenant 


Eee NA 
q quantités quelconques, intérieures au cercle fondamental. Soient 

AeA RES uL. 

DH, D, 


2q quantités que nous assujettirons plus loin à diverses conditions. 
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& 


Soit maintenant &,(z) une série £ ne devenant pas infinie à l'intérieur 
du cercle fondamental et &(2) sa conjuguée. Ces séries £ sont engendrées 
par le groupe fuchsien g et par le groupe zétafuchsien @, corrélatif de 
G.  Assujettissons les quantités A et B à la condition suivante: 


Ai&(a) + 4,5 (4) +... HALE) 
+ B&(24) + B&(2) +... 4 B,E,(2,) = o. 


ws 
(o 
— 
- 
Jy 
- 


Ecrivons cette même relation pour toutes les series £ qui, restant 
finies à l'intérieur du cercle fondamental, correspondent à un exposant m 
égal à h-+ 1. Nous aurons de la sorte assujetti les A et les B à 
O(h + 1) conditions distinctes. 

Posons alors 


A (z) = 224,0; (2, 4) + DBO, (2,4) 
A,(z) = 224,0, 1, à) + DBO; 2. 2): 


Posons maintenant: - 


[o 


d 8; +h ; 
D, 1(25,; 2) == (=) [a;®, (2, 2) == b,®, (2, :)] = qm) 


dzs; 


+h 
0, s (28, 2) — > La de, 2) + DB, %)] = Ya) 
dz 





en supposant que 


soit le tableau a double entrée des coéfficients de la substitution S, 
correspondant à s,. Il est clair que 7,(2) et x,(z) sont deux series & 


conjuguées ne devenant pas infinies à l’intérieur du cerele fondamental. 
Donc en vertu des relations (s) on a: 


das;\ +" 
eben e) [eA (2) + b,4,(2)]. 


n2 
Ut 
+ 
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On en conclut que A, et A, sont deux fonctions de la forme: 


dz ^ 
A = (5) (FZ, + FZ) 


\e 


dx\- h x : 
4 em (7) (FZ, + FZ) 
dont les identités (7) nous donnent la décomposition en éléments simples. 
Or les coéfficients A et B de cette décomposition ne sont assujettis qu'à 
0(h + 1) conditions. Ce nombre #(h + 1) est done au moins égal au 
nombre fondamental, d'ou l'inégalité 


O(h + 1) > o (A). 
De la comparaison de cette inégalité avec (7) et (9) on déduit: 
6(h + 1) — e(h + 1). 


Done toute expression de la forme () qui ne devient pas infinie peut 
s'exprimer par une série €. 

On en déduit aisément qu'il en est de méme d’une expression de la 
forme (5) qui devient infinie. 

Donc toute fonction zetafuchsienne est le quotient d'une série = par une 
série thétafuchsienne. 

Nous avons, il est vrai, pour fixer les idées, snpposé que p — 2, 
mais la démonstration et le résultat subsistent quand p est plus grand 


que 2. 


S 7. Extension à la deuxième famille. 


Tout ce qui précède ne s'applique encore qu’aux groupes fuchsiens 
de la 1** famille et aux groupes zétafuchsiens qui leur sont isomorphes. 
Il nous reste à étudier les fonctions zétafuchsiennes dont le groupe fuchsien, 
g est de la 2% ou de la 6° familles. 

Parmi ces fonctions nous distinguerons deux espèces. 
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La 1° espèce, dont nous nous occuperons d'abord, comprendra les 
fonctions dérivées d'un groupe zétafuchsien G jouissant des propriétés 
suivantes: Le groupe fuchsien g étant de la 2% ou de la 6° familles, son 
polygone générateur À, aura des sommets sur le cercle fondamental. A 
chacun de ces sommets correspond une substitution parabolique du groupe 
g qui admet ce sommet comme point double. Les substitutions ainsi 
définies sont les substitutions paraboliques du groupe g; les substitutions 
du groupe @ qui leur correspondent en vertu de l'isomorphisme s'appel- 
leront substitutions critiques. Il ne faut pas confondre les substitutions 
critiques du groupe G et les substitutions fondamentales de ce méme 
groupe. Les substitutions fondamentales de G seront, dans ce qui va 
suivre, celles qui correspondent aux substitutions de g qui changent un 
côté de À, en son conjugué ou à leurs inverses. Les substitutions criti- 
ques de @ seront celles qui correspondent aux substitutions paraboliques 
de g qui n'altérent pas lun des sommets de la 2% sorte de À, ou à 
leurs inverses. Formons pour chacune de ces substitutions critiques 
l'équation aux multiplicateurs que l'on obtient, comme on sait, en écrivant 
le tableau à double entrée des coéfficients, ajoutant — S à chacun des 
termes de la diagonale principale et égalant à o le déterminant ainsi 
obtenu. Si toutes les racines de ces équations relatives à toutes les 
substitutions critiques ont pour module l'unité, le groupe @ et les fonc- 


ere 
I 


tions zétafuchsiennes qui en dérivent seront de la espèce. Soit: 


(1) Wh oe 2 


un système zetafuchsien et x — f(z) une fonction fuchsienne ayant méme 
groupe. Nous avons vu que Z, considéré comme fonction de x satisfait 
à une équation linéaire à coëfficients algébriques. Quelles sont les condi- 
tions que doit remplir cette équation pour que le système (1) soit de la 
1 espéce? Il faut et il suffit que si Von envisage les différents points 
singuliers de cette équation, toutes les équations déterminantes correspondantes 
aient toutes leurs racines réelles. 

La seconde espèce, dont il sera question au paragraphe suivant, 
comprend toutes les autres fonctions zetafuchsiennes. 

Je dis que si le groupe @ est de la 1°" espèce, les séries & du 
paragraphe (5) seront absolument conyergentes. 
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Considerons en effet une substitution quelconque S du groupe G. 
Nous pourrons la mettre sous la forme suivante: 


74 Ly yt 
(2) SRE 5 


ou les substitutions ¥,, ¥,, ..., Y, sont choisies parmi les substitutions 
fondamentales ou les substitutions critiques et dont les exposants a, a,.... 
sont des entiers positifs. Parmi les substitutions X, X, ..., XM, ily en 
aura en général un certain nombre que jappellerai 7j, 7,, ..., T, qui 
seront des substitutions critiques et jappellerai £,. A. ..., 8, leurs ex- 
posants. J’appellerai 5, 72, ..., 7, , les » — q exposants qui affectent 
des substitutions fondamentales. Nous allons chercher, comme dans le 
paragraphe 5, une limite supérieure des coéfficients de S, et pour cela 
nous. envisagerons la somme des logarithmes des exposants , 2 log et 
celle des exposants 7, 27. Soit d'abord M un nombre plus grand que 
les modules des coefficients des substitutions fondamentales et de leurs 
inverses. Soit ensuite 7 une quelconque des substitutions critiques, nous 
pourrons toujours la mettre sous la forme suivante: 


R= a VU 
ou V est une substitution canonique. J’appelle ainsi, à l'exemple de 
. plusieurs géometres, toute substitution de la forme suivante: 


(3) (zpouol. 97 2 


p 


sms Mi, .5, mj) 
ou bien, plus généralement: 


voee Dx me oe 


p? 


m,Z,, MZ, + n,Ze, m2, + NZ) ..., m,Z, + n Z, 1) 


ou », est nul, si m, est different de m, ;. 

J'aurai done à considérer à part les substitutions U et les substitu- 
tions V. Je supposerai que le nombre JM, défini plus haut, est plus 
grand que les modules de tous les coéfficients de U et de U". 


Maintenant nous avons 
T5 = UV*U 


et il sagit de trouver une limite supérieure des coëfficients de V^. Si 
V est de la forme (3), tous les coéfficients de V^ ont pour modules o 
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ou 1. Si V est de la forme (4), on pourra trouver un polynôme entier 
en 3 de degré p au plus, à coëfficients positifs et qui sera plus grand 
que les modules de tous les coëfficients de V^. Plus simplement on 
pourra toujours trouver un nombre JW’ assez grand pour que l'expression 
M'#" soit plus grande que tous ces modules. Pour simplifier encore, nous 
supposerons M’ — M, en prenant pour la valeur commune de ces deux 
nombres, un nombre assez grand pour satisfaire a toutes les conditions 
que nous leur avons imposées. 

En appelant M, et M, la limite supérieure des modules des coëfficients 
de deux substitutions S, et S,.*les modules des coéfficients de S, S, seront 
plus petits que 


e 
Si done on se reporte à l'expression (2) de la substitution S, on verra 
que ses coéfficients sont tous plus petits que: 


(5) (pM y TES ere, 


Cherchons maintenant une limite supérieure des deux exposants qui 
entrent dans cette formule, à savoir 27+ 34 et Zlogf. Soit zs le trans- 
formé du point z par la substitution s du groupe g qui correspond à S. 
Joignons z et zs par un are de cercle orthogonal au cercle fondamental, 
et soit À la L de cet arc de cercle. C'est en fonction de À que je veux 
exprimer les limites supérieures cherchées. 

Considérons l'un quelconque des sommets du polygone À, ou de l'un 
de ses transformés, et décrivons autour de ce sommet un petit cercle 
défini de la manière suivante. Si ce sommet est de la 1° sorte et situé 
à lintérieur du cercle fondamental, il devra étre le centre de ce petit 
cercle au point de vue non-euclidien. Si le sommet est de la 2% sorte et 
situé sur le cercle fondamental, le petit cerele devra toucher le cercle 
fondamental en ce sommet méme. Je puis toujours supposer que ces 
cercles ont été pris assez petits pour n'avoir aucun point commun. Il 
arrivera alors que la L d'un are de courbe qui ira d'un point de l'un 
de ces cercles à un point d'un autre de ces petits cercles, restera toujours 
supérieure à une certaine limite A. L'arc de cercle z-2s, défini plus haut, 
traversera un certain nombre de ces petits cercles et ce nombre ne pourra 
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à pits um fo : . Rat, 
pas être supérieur à —. Maintenant, si nous considérons un arc de 
courbe ne traversant aucun de nos petits cercles et joignant deux points 
appartenant à deux côtés différents du polygone A, ou d'un de ses 
transformés, la L de cet arc restera toujours supérieure à une certaine 
limite y. 

Voyons maintenant quelle est la signification géométrique des ex- 
posants 8 et 7 qui entrent dans l'expression (5). L’are zs, en allant 
du point z au point zs, traverse divers côtés appartenant au polygone 
R, ou à ses transformés. La substitution S peut se mettre d'une infinité 
de maniéres sous la forme (2). Nous avons d'ailleurs le droit de choisir 
parmi ces différentes manieres, celle qui nous convient le mieux; car 
chacune d'elles nous conduira à une limite supérieure des coëfficients. 
Voici celle que nous adopterons: Soient €,, €,, ..., C,, les 2» côtés du 
polygone R,; soit R; le polygone contigu à A, le long de C;; soit s, la 
substitution du groupe g qui change R, en R,, et 5; la substitution 
correspondante du groupe @. Les substitutions S,, Sy, ..., S, scront 
les substitutions fondamentales du groupe G. Cela posé, supposons que 
lare z-s dont nous nous occupons, sorte du polygone R, par exemple 
par le côté C,, puis du polygone suivant par le, côté homologue à C, 
et ainsi de suite jusqu'à l'avant-dernier polygone d’où il sortira par le 
côté C, . Nous poserons alors: 


Un nl Le 


(6) SENS 
Mais ce ne sera pas encore la la forme définitive que nous adopterons 
pour S. Supposons en effet que l'are z-zs pénètre dans lun des petits 
cercles relatifs à l'un des sommets de la 2% sorte et y franchisse un 
certain nombre de côtés appartenant à A, et à ses transformés. Tous ces 
côtés iront alors forcément aboutir au sommet de la 2% sorte où le petit 
cercle en question touche le cercle fondamental et où ils se succéderont 
périodiquement de la façon suivante: On rencontrera d'abord un côté 
homologue à C,, puis un côté homologue à C,, etc. jusqu'à ce qu'on 
retombe sur un côté homologue à C,,; on retrouvera ensuite un cote 
homologue à C, et ainsi de suite dans le méme ordre. Si nous réunis- 


sons ensemble les facteurs de l'expression (6) qui correspondent aux cótés 
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rencontrés à l'intérieur de ce petit cercle, ces facteurs pourront s'écrire 
de la maniere suivante: 
= Y LY a! Qi Y Or B 
(7) S Dina E Shy S, (S; Duc TUE iy Say)” 
k est le nombre de côtés compris dans une période et cest précisément 
le nombre des sommets de R, qui forment un méme cycle parabolique; 
p est le nombre des périodes; enfin 
Y QU CY aJ 
SA 
est l’ensemble des facteurs de l'expression (6) qui forment un résidu 
n'entrant dans aucune période; leur nombre est plus petit que k. Mais: 
Y Y Y CY 
(Si, DR, cute 8,8.) = if 
est une substitution critique, de, sorte qu'on peut remplacer dans l'expres- 
‘sion (6) l'ensemble des facteurs (7) par: 
Y Y Ir qi 5 
Sim 43) ds ses D, Su T . 
Quand on aura fait cette opération, l'expression (6) sera devenue 
I , 
l'expression (2) définitive et il n'y entrera, comme on le voit, que des 
substitutions fondamentales et des substitutions critiques. 

Maintenant 2r est le nombre des substitutions fondamentales entrant 
dans cette expression (2). Chacune d'elles correspond à une intersection 
de lare z-zs avec un éôté des transformés de Z4. Quelques-unes de ces 
intersections auront lieu en dehors des petits cercles et leur nombre ne 

À R ; NEE 
pourra pas être plus grand que —; les autres auront lieu à l'intérieur 
" 
des petits cercles. Si l'on considère d'abord les petits cercles relatifs à 
un sommet de la 1'"* sorte, on reconnaitra sans peine que le nombre des 
intersections possibles dans chacun d'eux est limité. A l'intérieur des 
petits cercles relatifs aux sommets de la 2% sorte, le nombre des inter- 
sections pourrait au contraire étre illimité; mais un nombre limité d'entre 
elles seulement se rapportent à des substitutions fondamentales entrant 
dans l'expression (2) définitive. On a vu en effet que dans cette ex- 
pression, nous avons remplacé l'ensemble des facteurs (7) par le produit 
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d'un nombre limité de substitutions fondamentales et d'une certaine puis- 
sance d'une substitution critique. Ainsi on peut trouver une limite 
supérieure A du nombre des substitutions fondamentales entrant dans 
l'expression (2) et relatives à des intersections ayant lieu à l'intérieur 
d'un petit cercle. Il en résulte que: 


Ey < RE +5). 


Quant au nombre g, il est au plus égal au nombre des petits cercles 
traversés; on a done: 





Ep + 30< R(G+*43). 


À 


Il faut maintenant trouver une limite supérieure de Xlog. Consi- 
dérons un petit cercle quelconque relatif à un sommet A de la 2” sorte, et 
la substitution critique 7 correspondante; elle entrera a la puissance f? dans 
l'expression (2) définitive, et ce nombre f£ est au plus égal au nombre 
des intersections qui ont lieu à l'intérieur du petit cercle entre l'are z-zs 
et certains côtés qui vont tous converger au sommet A et qui sont tous 
homologues entre eux. Il est aisé de trouver une limite supérieure du 
nombre de ces intersections. Faisons passer par le sommet A deux cercles 
AB et AC orthogonaux au cercle fondamental, B et C étant par exemple 
sur le petit cercle considéré. La Z de lare BC de ce petit cercle pourra 
s'appeler l'écart des deux cercles AB et AC. Soit AB, un côté apparte- 
nant à lun des transformés de R, et aboutissant au point A; soit AB, 
le transformé de AB, par la substitution parabolique du groupe g qui a 
pour point double le point 4; AB, le transformé de AB, par cette méme 
substitution, etc.; l'écart de deux de ces transformés consécutifs AB,, 
AB,,, sera une constante ». Soient maintenant B et D les deux ex- 
trémités de la portion de l'arc z-zs qui est à l'intérieur du petit cercle. 
Le point B se trouvera sur la circonférence de ce petit cercle et il en 
sera de méme de D, à moins que D ne soit le point zs lui-même. Soit 
L, la L de l'arc BD et N l'écart des cercles AB et AD, on aura: 


B<— 


2 
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et d'autre part: 


N«* 


le cas de l'égalité se présentant lorsque les cercles z-zs et AD se coupent 
orthogonalement en D. On déduit de la: 


d'ou 
log 8 < L, — log 2». 


On peut trouver une quantité 5, telle que pour tous les petits cercles 
relatifs à un sommet de la 2% sorte: 


— log 2» < h,; . 


on aura alors 


Ylogs<R+ hg < R(1+ =. 


Telles sont les deux limites supérieures cherchées. On en déduit que 
les coëfficients de la substitution S sont plus petits que 


e R 


a étant une constante. C'est le résultat auquel nous étions parvenus dans 
le paragraphe 5 et d'où nous avions conclu la convergence des séries &. 
Ces séries sont done encore convergentes dans le cas qui nous occupe. 
Ainsi les conclusions du paragraphe 5 subsistent ici. En est-il de 
méme de celles du paragraphe 6 et en particulier de l'identité suivante: 





(8) deme (2) «o = — a EE T pipe a 


(2 — a)" 


ou Z, est une fonction zétafuchsienne et f une fonction fuchsienne de 4, 


où les a sont les infinis du premier membre et les A les résidus corres- 


pondants? 


bo 
c 
Cx 


Mémoire sur les fonctions zétafuchsiennes. 


En d'autres termes lintégrale: 


(9) Ee 


z— c dz 





Ce 


prise le long d'un contour convenablement choisi tend elle encore vers o, 
lorsque ce contour se rapproche indéfiniment du cercle fondamental? 
Cela ne serait évidemment pas vrai si nous choisissions l'expression sous 
le signe f d'une facon tout à fait quelconque. Nous lui imposerons 
la condition de s'annuler en tous les sommets de AR, situés sur le cercle 
fondamental; je veux dire qu'en tous ces sommets les p fonctions 


p nir deo 


p 


sannuleront en méme 





( df pi 


du systéme considéré multipliées par =< 
+ \dz, 


2 —& 
temps. Il existe évidemment une infinité de systemes zétafuchsiens, en- 
gendrés par deux groupes g et @ donnes et satisfaisant a cette condition. 

Je puis supposer également, mais cette fois pour simplifier seulement, 


que l’expression 





er 7 —À 

(10) zo = 
ne devient pas infinie le long du perimetre de R,, non plus.bien entendu 
qu'aucune des expressions qu'on obtient en donnant a l'indice à l'une des 
Malers, 14.2, 3, 7.5 Be 

Cela posé, nous avons dit que l'expression (10) devait s’annuler pour 
z — a, (si a, est un sommet de la 2” sorte) c'est à dire que son module 
devait tendre vers o quand z tend vers a, en suivant l'un des côtés de 
R,. Voyons comment cette expression tend vers 0. Supprimons l'indice 
i du sommet a, et appelons-le simplement 4 pour abréger. Le module 
de a sera égal à 1 puisque ce sommet est sur le cercle fondamental. 

Posons 

B 

A 


= 





f étant un coëfficient convenablement choisi. 
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Nous avons vu que les fonctions fuchsiennes de z sont dans le 


voisinage de 2 — a, holomorphes en e, et les fonctions zétafuchsiennes - 


sont de la forme 


(11) Pie o, + Pie D, +... + Pe! 0, 


où les ® sont holomorphes en e' et où les P sont des polynómes entiers 
en f. D'ailleurs il est aisé de voir que f est une quantité telle, que 
quand l'argument de z est le méme que celui de 4 et son module plus 
petit, la valeur de ¢ est réelle et négative; si done z tend vers « en 
suivant un des côtés de R,, e tend vers o. 

On a d’ailleurs: 


® étant holomorphe en e. 
Done l'expression (10) peut se mettre sous la forme d'une somme 
de termes de la forme suivante: 


> Bt'e" 


où D, p et » sont des constantes. Pour que l'expression (10) tende vers 
o, il faut et il suffit que toutes les constantes » aient leur partie réelle 
positive. 

Soit maintenant A la distance de l’origme au point z, comptée au 
point de vue non-euclidien. Nous aurons 


Eu — I 
|| Saye : 
> 


+1 


Supposons que l’argument de z soit le méme que celui de a, on aura: 
pg 2 rer. j 
| EE = Get y y. 


Lorsque z tend vers a, l'expression 


Ine? 


- 
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tend vers une limite finie l I 


2 


eo 


Il est aisé de voir quil en est encore de 
méme quand z tend vers a en suivant l'un des côtés de &,. ll en résulte 
que l'expression 

je"? 
tendra vers o quel que soit m quand 2 tendra vers « en suivant les 
côtés de R,. D'où, cette conclusion, c'est qu'on peut trouver un nombre 
M tel que linégalité 


|4| « Me" +” + 2)" 


subsiste tout le long du perimetre de A,. 

Considérons maintenant deux points transformés lun de l'autre z et 
zs, et appelons À et R leurs distances à l’origine évaluées au point de 
vue non-euclidien. Soit À, le plus grand module des p quantités: 


au point z, et soit À le module de l'un des À au point zs. Cherchons 


5 6 ae À 
une limite supérieure du rapport i 
"o 
Nous avons vu que les coéfficients de la substitution S, du groupe 
& qui correspond à s, 


t 


étalent plus petits que: 


e L 


x 


a étant une constante et Z la distance non-euclidienne de z à zs; Mais 
on n’a qu’a se reporter au mode de demonstration adopte, pour voir que 
dans cette expression, Z peut tout aussi bien représenter la distance du 
point zs; à un point quelconque situé dans le méme polygone que z. Si 
done les points # et z sont tous deux dans le polygone Zi, les coëfficients 


de S, seront tous plus petits que: 
ak 
D'autre part on a: 


2k 


t3 


df(zs) _ df(z)e" +e + 
dzs; be sl terse 





to 
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LA 
On déduit de la: 
P 2R —2R —h 
4, aR e + € == 2 
Hi « pe ( 24 = 74) E 2 
t € > LE 


Si le point z est sür le périmètre de R,, on a: 


À <M (CA en Ene 
On en déduit: 
Ae peter =| ies at Dns 


Nous pourrons écrire plus simplement: 
A «Mes SP 


Il reste à montrer maintenant que la longueur du contour d'intégra- 
tion est finie. Nous supposerons que la portion du plan limitée par ce 
contour est formée d'un certain nombre de polygones transformés de /i,. 
Le contour sera done formé d'un certain nombre de cótés de ces polygones, 
et il sagit de faire voir que l'on peut choisir ces polygones de maniere 
que le contour se rapproche indéfiniment du cercle fondamental et reste 
cependant de longueur finie. 

Pour simplifier la démonstration, nous nous restreindrons aux groupes 
g de la 2% famille, laissant de côté la 6° famille qui est beaucoup moins 
importante et pour laquelle d'ailleurs le résultat reste vrai. 

Pour la 2° famille, le polygone R, et ses transformés ont tous leurs 
sommets sur le cercle fondamental, et le contour d'intégration, quels que 
soient les polygones qui le forment, se compose toujours d'un certain 
nombre. d'ares de cercles tangents deux à deux et orthogonaux au cercle 
fondamental. Il est aisé de voir alors que sa longueur reste toujours 
plus petite que z^. Supposons maintenant que l'on prenne pour contour 
d'intégration le périmétre de la portion du plan formée de tous les 


polygones transformes de À 


, qui sont, en totalité ou en partie, intérieurs 


au cercle K qui a pour centre l'origine et pour rayon R (au point de 
vue non-euclidien). L'intégrale (9) est alors plus petite que: 


r'pMe* - 2DR 


Si 2h est plus grand que a, elle tendra vers o quand Zi croitra indéfini- 


ment. C'est ce qu'il s'agissait de démontrer. On peut en conclure que 
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l'identité (8), analogue a Videntité.(5) du paragraphe précédent, subsiste 
encore dans le cas qui nous occupe. Il en est de méme des résultats 
que nous en avons déduits et en particulier de la décomposition en élé- 
ments simples des expressions telles que A et des fonctions zétafuchsiennes. 

Le résumé du présent paragraphe, c'est qu'il n'y a aucune différence 
essentielle entre les fonctions zétafuchsiennes que nous venons d'appeler 
de la 1** espèce et les fonctions engendrées par les groupes fuchsiens de 
la 1^* famille. 


$ S. Fonctions de la deuxième espèce. 


Dans ce qui précède, nous avons supposé que les fonctions zéta- 
fuchsiennes étudiées étaient de la premiére espéce, c'est à dire que les 
substitutions critiques avaient des multiplicateurs de module 1. Les mêmes 
résultats subsisteront-ils pour les fonctions de la deuxième espece? Il est 
aisé de voir que non. 

teprenons en effet dans ce cas la série £ du . paragraphe 5 de. dis 
qu'elle sera divergente ou tout au moins qu'elle he sera pas absolument 
convergente. En effet ne conservons dans cette série qu'une partie des 
termes. Soit: 








= + 8) 


Z— a 2 —u 


une substitution parabolique s, du groupe g et soit S, la substitution 
critique correspondante du groupe @. Elle pourra toujours se mettre 
sous la forme canonique 


CR RETI MON nse, VAN 


p? 


Ne conservons dans la série € que les termes qui correspondent a la 


substitution s, et à ses puissances positives et négatives. Ces termes 


$a 


ou H est le signe d'une fonction rationnelle et où g prend toutes les 


te . 
s ecriront: 


18 3) M, 11/16 —— a) + xs 





valeurs entières positives et négatives. 


bo 
I 
(=) 


H. Poincaré. 
J'écrirai plus simplement: 
2: M, *e (q) 


c(g) étant une fonction rationnelle de g. Cette série est évidemment 
divergente. _ 
Les résultats du paragraphe 5 ne sont done plus vrais ici, et il en 
est de méme de ceux du paragraphe 6 qui y sont d'ailleurs intimement liés. 
Mais de ce que ces résultats ne peuvent être étendus sans modification 


généralisés et 


à la deuxiéme espéce, il ne suit pas qu'il ne peuvent étre 
c'est ce que nous allons chercher à faire. 

Enoncons d'abord les résultats partiels qui subsistent sans changement. 

1*. Les coëfficients d'une substitution S;.queleonque du groupe G 
sont plus petits que A’, A étant une constante et o l'exposant de la 
substitution S,. 

2° 5i Longa: 


dA 


A2) = Z,(2) ed 


et que À, s'annule ainsi que ses p — I conjuguées en tous les sommets 
de la 2° sorte de A, l'expression 


je" 
ou R désigne la distance non-euclidienne de z à l'origine, tend vers o 


quand z tend vers lun de ces sommets en suivant Je périmetre de R.. 
| NES 
3°. Si de plus les À ne deviennent pas infinis le long du périmètre 
de R.. on pourra trouver un nombre M tel que le long de ce périmètre 
0? l & , 
on ait: | 


|a] ee Fer 2 


4°. Le périmètre d'une figure simplement connexe formée par un 
certain nombre de transformés de ZH, est toujours plus petit que z^ (si 
nous nous restreignons à la 2* famille, comme nous l'avons fait précé- 
demment). | 

Il résulte de ce qui precede, et l'on peut s'en assurer en se reportant 
au paragraphe précédent, que si z est un point du périmètre du transformé 
de R, par une substitution S, d'exposant s, on a en ce point z: 


| 4 | | <= AMMe-**, 
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Maintenant voici le problème qu'il faudrait chercher a résoudre: 
Trouver une fonction F(z) telle que l'intégrale 


Adz 
J @—2)F 


tende vers o quand on la prend le long d'un contour convenablement 
choisi et se rapprochant indéfiniment du cercle fondamental. 

Voici le contour que nous choisirons: Considérons un cercle ayant 
pour centre l'origine et pour rayon p au point de vue non-euclidien 
Considérons l'ensemble des polygones transformés de R, et qui sont 
partiellement intérieurs à ce cercle. Cet ensemble formera une figure 
simplement connexe dont le périmètre sera plus petit que 7° et dont tous 
les points seront à une distance non-euclidienne de l'origine plus grande 
que p. Nous ferons ensuite croître o indéfiniment. 

Voyons quelles sont les conditions qu'il nous faut pour cela imposer 
à la fonction F: 


o0 


1°. Lorsque z tend vers un sommet de la 2% 


sorte, en suivant le 
perimetre de À,, F ne doit pas tendre vers Oo assez rapidement pour que 


A 


= (ez + er TE 








ne tende pas vers o. 
2°. Lorsque z se trouve sur le périmètre du transformé de R, par 
une substitution d'exposant s, son module doit étre plus grand que: 


u B C2 


B et C étant des constantes suffisamment grandes. 

Il est sans doute possible de trouver une pareille fonction F, mais 
ce n'est pas ainsi que nous procéderons ici. L’analogie avec la théorie 
des facteurs primaires de M. Wererstrass et avec le théoréme de 
M. Mrrraa-LErFFLER va nous conduire à la généralisation cherchée. 

Soit en effet f(x) une fonction entiére à décomposer en facteurs 
primaires. Supposons par exemple qu'elle n'a que des zéros simples 
Ay, Ay, ..., @,, .... Pour résoudre ce probléme, on cherche à décom- 
poser en fractions simples le quotient: 

. f(«) 
f(«) 
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et on obtient ce résultat par la considération de l'intégrale: 


/ da f(s): 
6 an (z == a) A 2) 


prise le long d'un cercle dont le centre est l'origine et dont le rayon 
croit indefiniment. 

Supposons d'abord que l'on puisse trouver un nombre m assez grand 
pour que cette intégrale tende vers o. On trouve alors: 








f'(æ) ma Y a” ss P(x) 


f(x) — «a; (x — a) 


P(x) étant un polynôme entier d'ordre m— 1. 

Dans ce cas la fonction f(x) est dite, comme on sait, de premiere 
espèce et de genre m. 

Si au contraire on ne peut pas trouver de nombre m assez grand 
pour que l'intégrale tende vers o, on fera croître le nombre m avec le 
rayon du cercle qui sert de contour d'intégration et on pourra toujours 
le faire: croitre assez vite pour que l'intégrale tende vers o. On trouve 
alors: 
gn 


n 


a" (v — a) 





^ m | px 


Dans cette expression le signe & se rapporte à l'ensemble des points a 
situés à l'intérieur du cercle de rayon R et P(x) représente le polynôme 
2 ; : : ae) : > : 
formé des m premiers termes du développement’ de — sulvant les puis- 
(v 


sances de x. Quand m et R croissent indéfiniment selon une certaine 

loi, le second membre tend vers une limite qui n'est autre chose que 
VES : : Tete | 

roe C'est de cette expression qu'on peut déduire le développement de 
xv 


sous forme de série: 


| 








# étant un entier qui croit indéfiniment avec le module de a et G(x) 
étant une transcendante entière. 
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La fonction entiére f(x) est alors de 2* espèce. 

L'analogie avec le problème qui nous occupe est évidente. Les fonc- 
tions zétafuchsiennes de 1‘* espèce, dont nous avons parlé dans les 
ae précédents, sont analogues aux transcendantes entieres de 
1"* espèce et on en obtient le développement et la décomposition en 
éléments simples en RE que l'intégrale: 


ET —m Az) 

(-- ; dz 

Gel 2—@ 
tend vers o quand le nombre m est suffisamment grand et que le contour 
d'intégration, d'ailleurs convenablement choisi, se rapproche indéfiniment 
du cercle fondamental. 


Si-au contraire Z(z) est une fonction de 2 
trouver un nombre m assez grand pour qu'il en soit ainsi. On est donc 


% espèce, on ne peut plus 


conduit, au lieu de conserver à l’exposant m une valeur constante, à le 
faire croître indéfiniment en même temps que le contour d'intégration se 
rapproche du cercle fondamental, et cela assez vite pour que l'intégrale 
tende vers o. 

Cela est toujours possible. Il faut toutefois faire une hypothèse sur 


: : > beds dfi a 
la fonetion fuchsienne f(z) dont la derivee = entre sous le signe f dans 
az = 


TS ER df - RE 
l'intégrale précédente. Il faut supposer que SL croisse indéfiniment quand 
- az 


z tend vers un des sommets de À, situé sur le cercle fondamental, en 
suivant l’un des côtés de ce polygone. Il existe en effet une infinite de 
fonctions fuchsiennes admettant le groupe g et jouissant de cette propriété. 

Mais nous pouvons généraliser un peu la forme de l'intégrale consi- 
dérée en procédant de la maniére suivante. Soient f et f, les deux fonc- 
tions fuchsiennes à l'aide desquelles toutes les autres expriment ration- 
nellement et soit F(x, y) une fonction rationnelle de x et de y, choisie 


de telle sorte que: 


(25) Are. f) 


tende vers o quand z se rapproche indéfiniment d'un sommet de R, situé 
sur le cercle fondamental. 
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Considérons alors l'ntéerale: 
e 


J E ( df ) MU Fe Z, dz 
dz z— 


prise le long du contour envisagé dans le paragraphe précédent et qui 
limite la portion du plan formée de tous les polygones transformés de 
R, qui sont en tout ou en partie intérieurs au cercle dont le centre est 
o et le rayon: non-euclidien R. Nous ferons croitre y indéfiniment en 
méme temps que ce contour se rapproche indéfiniment du cercle fonda- 








mental, c'est à dire en méme temps que la quantité À croit elle-même. 


au delà de toute limite. 
On peut d'abord trouver deux nombres M et A tels que le long du 


périmètre de À,, le module de Z, soit plus petit que: 


Me* 


i= 


I 
1—|z|° 


De plus nous pouvons trouver deux nombres positifs N et a tels que le 
long du périmètre de R,, le module de 


df\ =! 
(odi 
soit plus petit que 
Ne *'(e? + e°°, + 2) 


p étant la distance non-euclidienne des deux points o et z. Le module. 


de la quantité sous le signe fe en laissant de côté le facteur: 





dont le module est essentiellement fini, est plus petit que: 
MNre! en (go ue e? =r 2) 


le long du périmètre de R,. 
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Mais l'intégrale doit étre prise le long d'un contour que nous avons 
défini plus haut, qui est formé de côtés appartenant à divers transformés 
de R, et qui est d'ailleurs tout entier extérieur au cercle de centre o 
et de rayon non-euclidien A. Considérons un des côtés de ce contour 
appartenant à un polygone À, transformé de À, par une substitution s,. 
Soit zs, ce point; le point correspondant du perimetre de À, sera z. Nous 
conserverons la notation: 

OR! 
Tem 
et nous appellerons o et p’ les distances non-euclidiennes des points z et 
zs, au point o. II vient alors: 


p' R. 


Le module de Z au point zs, est plus petit que le module de cette méme 
fonction au point z multiplié par A’, A étant une constante convenable- 
ment choisie et o étant l’exposant de la substitution s,. Quant à 


(4) »» i 


da, 


son module se trouve multiplié par 


er eo 2 








(5 m en’ = 3H 


quand on passe du point z au point zs. Il résulte de là qu'au point 


25, le module de la fonction sous le signe m est plus petit que: 


A'MN"'eQ—2 (e + e 2p' zz 2) # 
ou que 
AM Net en) Cr HR) 


Je puis d'abord toujours supposer que N est plus petit que 1. En 
effet sil n'en était pas ainsi, je remplacerais la fonction F que j'ai choisie 
arbitrairement parmi les fonctions fuchsiennes de groupe g par la fonc- 


tion m 
N 
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Si y est suffisamment grand, le facteur e^"? est également plus 
petit que 1, de sorte qu'il reste à considérer les deux facteurs: 


Are ER 
On voit aisément que 


o < e 


p étant un nombre convenablement choisi, mais on peut faire croitre y 
assez rapidement avec À, pour que 


e* log A — opR 


tende vers — co. Dans ces conditions, la quantité sous le signe A tend 
vers o et, comme le périmètre d'intégration est fini, l'intégrale elle-même 
tend vers o. 


Ce Qe Dh 


Quelle conclusion devons-nous tirer de la en ce qui concerne le 
développement de la fonction Z? 
La fonction: 


df\—" 1, 
m F'Z 


a à l’intérieur du contour d'intégration le caractère d'une fonction ration- 
nelle. Nous pourrons done trouver une fonction rationnelle Q(z) telle 
que la différence 
df V? vu 
TE (25) F’Z—Q 

soit holomorphe à l'intérieur de ce contour. Pour achever de déterminer 
la fonction rationnelle Q, nous supposerons que son numérateur est de 
degré inférieur à son dénominateur. 

Dans ces conditions, la différence J tend vers o lorsque a et R 
croissent indéfiniment. C'est là, la conséquence immediate de ce que 
nous avons vu au sujet de l'intégrale. 

On voit par là que la fonction Z peut avec une approximation aussi 
grande que lon veut être mise sous la forme d'une fonction rationnelle 


multipliée par une expression de la forme: 
LA 
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F et f étant deux fonctions fuchsiennes. 

C'est tout ce que j'ai pu trouver jusqu'ici comme extension aux fonc- 
tions de 2* espéce des propriétés que nous avons démontrées plus haut. 
Je ne doute pas qu'on ne puisse arriver un jour à une théorie plus 
complete. 

En attendant, nous pouvons toujours exprimer une fonction zeta- 
fuchsienne quelconque, soit sous la forme d'une série ordonnée suivant les 
puissances de z, soit sous la forme du quotient de deux pareilles séries. 

Soit d'abord en effet une équation linéaire: 


dy 


d x? 





+ > n, y) CES. 


les c, étant rationnels et x et y étant liés par la relation 


On pourra toujours remplacer x et y par deux fonctions fuchsiennes f(z) 
et f,(z), de la 2" famille, choisies de telle sorte qu'elles satisfassent à la 
relation: 
Of, fj) — o 

et qu'elles ne puissent prendre aucune des valeurs qui correspondent aux 
points singuliers ni aux points à apparence singuliere de l'équation précé- 
dente. Dans ces conditions, v sera une fonction zétafuchsienne de z ne 
devenant pas infinie à l'intérieur du cercle fondamental et développable 
par conséquent en série suivant les puissances de z. Les coéfficients se 
caleulent par récurrence. 

Supposons maintenant que Z(z) soit une fonction zétafuchsienne 
admettant des infinis à l'intérieur du cercle fondamental; elle ne pourra 
plus être développée en série ordonnée suivant les puissances de 2 et 
toujours convergente. Mais on pourra toujours trouver deux fonctions 
fuchsiennes f et F admettant le groupe g et un nombre entier m, tels 
que les deux fonctions 


(4^ ^F et E | FZ 


o 
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O 


dont le quotient est Z, restent finies à l'intérieur du cercle fondamental. 
Elles pourront alors étre développées en séries suivant les puissances 
croissantes de 2. Quant aux coefficients, on pourra les calculer par 


recurrence, ainsi que nous l'avons dit plus haut, 


$ 9. Fonctions diverses. 


Les fonctions zétafuchsiennes, dont il a été question dans les para- 
graphes précédents, ne sont pas les seules que l'on peut imaginer. On 
peut construire en effet des fonctions zétafuchsiennes qui existent dans 
toute l'étendue du plan; ce sont des fonctions qui subissent les substitu- 
tions linéaires d'un groupe G quand la variable subit les substitutions 
d'un groupe fuchsien g de la 3*, de la 4*, de la 5° ou de la 7° familles. 
On peut aussi remplacer le groupe g par un groupe kleinéen, et on 
obtiendra de la sorte des fonctions zéta-kleinéennes, existant, soit dans 
toute l'étendue du plan, soit dans un certain domaine. 

Cela suffit pour faire comprendre que dans les cinq mémoires des 
Acta mathematica que jai consacrés à l'étude des transcendantes 
fuchsiennes et kleinéennes, je n'ai fait qu'effleurer un sujet trés vaste, 
qui fournira sans doute aux géométres l'occasion de nombreuses et im- 
portantes découvertes. 


Paris, 30 Mai 1884. 





ZUR THEORIE DER 


STETIGEN FUNKTIONEN EINER REELLEN VERANDERLICHEN (’) 
VON 


LUDWIG SCHEEFFER 


in MÜNCHEN. 


(Fortsetzung von B. 5, pag. 183—194.) 


In dem ersten Teile dieser Arbeit haben wir einige Erweiterungen 
des bekannten Satzes bewiesen: 

Wenn die Differentialquotienten zweier stetigen Funktionen F(x) und 
f(x) überall endlich und einander gleich sind, so besteht die Gleichung 


F(x) = f(x) + const. 


Wir haben nämlich ($ 1) statt des Begriffes Differentialquotient vier 
allgemeinere Begriffe eingeführt, vordere obere (D*), vordere untere (D), 
hintere obere (D^) und hintere untere (D_) Ableitung, und haben gezeigt, 
dass der Begriff Differentialquotient in dem obigen Satze durch jeden 
dieser vier allgemeineren Begriffe ersetzt werden kann. Dadurch entstand 
der Satz I: 

Weiss man, dass zwischen den stetigen Funktionen F(x) und f(x) für 
alle Punkte des Intervalles xx, die Relation 


(1) DF(x) — Df(r) — o 


(') Zwei inzwischen im 24'? Bande der Mathematischen Annalen erschienene 
Aufsätze der Herrn HARNACK und HórpER bieten mehrfach Berührungspunkte mit den 
vorliezenden Untersuchungen. 
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gilt, in welcher D eine der vier Ableitungen D*, D,, D~, D_, und zwar 
für alle Punkte dieselbe, bedeutet, so darf man schliessen, dass im ganzen 


Intervalle x, 2, 


(2) | F(x) = f(x) + const. 


sei. ; 

Wir haben dann (§ 2— 5) gezeigt, dass der Schluss auf das Bestehn 
der Gleichung (2) unter Umständen auch dann noch zulässig bleibt, wenn 
die Gültigkeit der Voraussetzung (1) nicht für alle Punkte des Intervalles 
r,r, gesichert ist, sei es, dass an gewissen Stellen die Grössen DF(x) und 
Df(x) beide unendlich gross werden, oder dass ilire Gleichheit nicht nach- 
weisbar ist. Es reicht beispielsweise ($ 3 Satz II.) zur Begründung der 
Relation (2) aus, dass die Gleichung (1) an allen Stellen x gilt, aus- 
genommen hóchstens eine Menge P, deren abgeleitete Menge P’ endlich 
oder abzählbar unendlich ist. 

Man kann num allgemein. fragen: 

In welchem Umfang, d..h. für wie viel Punkte x muss die Gleichung 
(1) erfüllt sein, damit man — immer unter Voraussetzung der Stetigkeit von 
"F(&) und f(x). — schliessen darf, dass auch die Gleichung (2) bestehe? 

Zur Beantwortung dieser Frage sind im Folgenden einige Unter- 
suchungen angestellt, teils von der positiven, teils von der negativen Seite, 
von deren Ergebnissen wir als neu die nachfolgenden hervorheben: 

Gilt die Gleichung (1) für alle irrationalen Werte von x, so darf man 
schliessen, dass auch die Gleichung (2) besteht (§ 1). 

Ist dagegen die Gültigkeit der Gleichung (v) nur für alle rationalen 
Werte von x nachgewiesen, so besteht nicht notwendig die Gleichung (2). 
Denn es giebt stetige Funktionen g(x), die nicht durchaus constant sind 
und dennoch für alle. rationalen x den Differentialquotienten Null haben; 
die Gleichung (1) wird also auch in dem verlangten Umfange befriedigt, 
wenn man F(x) = f(x) + d(x) setzt (S 3). 

Ehe jedoch wir in die Untersuchungen über diesen Gegenstand ein- 
treten, sei es gestattet, nachträglich noch mit einigen Worten die Eim- 
führung der Begriffe D*, D,, D , D_ zu rechtfertigen und die Zweck- 
mässigkeit derselben zu beleuchten. i 

Es scheint uns, dass diese Begriffe für eine folgerechte Darstellung 


der allgemeinen Theorie der stetigen Funktionen einer reellen Veränder- 


Zur Theorie der stetigen Funktionen einer reellen Veränderlichen. 281 


lichen vor dem Begriffe des Differentialquotienten den Vorzug besitzen, 
dass die Existenz derselben a priori für alle stetigen Funktionen gesichert 
ist, wie wir bei anderer Gelegenheit gezeigt haben, (') während die Exi- 
stenz eines Differentialquotienten an specielle Bedingungen geknüpft ist. 
Eine Beschränkung auf das Gebiet der differentiirbaren Funktionen und 
gleichzeitig die Einführung des Begriffes Differentialquotient wird, wie 
jede Beschränkung in einer allgemeinen Theorie, so lange thunlichst ver- 
mieden werden müssen, bis es sich herausstellt, dass dieselbe entweder 
zur Erreichung gewisser Resultate unumgänglich ist oder doch wesent- 
liche Vereinfachungen der Betrachtung nach sich zieht. Dies ist weder 
bei den früher von uns angestellten, noch bei den hier folgenden Unter- 
suchungen der Fall, und daher erscheint es uns angemessen, in denselben 
die allgemeinen Begriffe D*, D,, D^, D_ beizubehalten. 

Dagegen kommt man bei der weiteren Entwickelung der Theorie 
sehr bald an eine Stelle, wo das Aufgeben der allgemeinen Begriffe und 
die Einführung der speciellen zur Notwendigkeit wird. Und gerade da- 
durch, dass man die Einführung des Differentialquotienten bis zu diesem 
Punkte verschiebt, erreicht man den Vorteil, dass sich dieser neue Begriff 
nun ohne jede Willkürlichkeit und gleichsam von selbst ergiebt. Der 
Fall tritt ein, wenn man mit den abgeleiteten Funktionen Dt, D,, D^, D 
ähnliche Untersuchungen, wie mit den ursprünglichen vornehmen und 
daher gewisse Forderungen in Betreff ihrer Stetigkeit stellen will. Es 
zeigt sich nàmlich erstens, dass, wenn eine der 4 abgeleiteten Funktionen, 
etwa D*f(r) nur Unstetigkeiten erster Art aufweist, d. h. wenn an allen 
Stellen Grenzwerte 


lim D* rs + s) und lim D^f(r — e) 


a0 — 
existiren, notwendig überall die Gleichungen 


DEREN ED) undici d y Die) 


bestehn; und zweitens, dass, wenn eine der abgeleiteten Funktionen durch- 
aus stetig ist, durchweg die Gleichungen 


D* f(z) = D.f(z) = D f(x) = D-f(z) 


() Acta Mathematica, B. 5, p. 52 
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gelten. (") Führt man nun im ersten Falle für die paarweise einander 
gleichen Funktionen die Bezeichnungen f:(#) und f(x), im zweiten Falle, 
da auch diese beiden Funktionen einander gleich sind, die Bezeichnung 
f'(r) ein, so hat man die Begriffe vorderer Differentialquotient, hinterer 
Differentialquotient und Differentialquotient gewonnen. Man gelangt also zu 
der Beschränkung auf differentiirbare Funktionen und zum Begriffe »Differen- 
tialquotient» ganz von selbst dadurch, dass man nur die Stetigkeit einer der 
abgeleiteten Funktionen verlangt. Eine ohne Zweifel äusserst merkwürdige 
Thatsache! 

Soviel über die Zweckmässigkeit der Begriffe D*, D,, D-, D_ für 
die folgerechte Entwickelung der Theorie der stetigen Funktionen. Was 
die Nützlichkeit derselben für andere Untersuchungen betrifft, so sei es 
gestattet, auf einige unserer Theoreme über. Rectificirbarkeit der Curven, 
besonders auf das Theorem IV (Acta Mathematica, B. 5, p. 62) hin- 
zuweisen, aus welchem hervorgeht, dass von dem Verhalten der Ableitungen 
D*f(r) ... die Existenz der Lànge einer durch die Gleichung y — f(x) 
definirten Curve abhàngen kann in Fallen, wo der Differentialquotient der 


= 
\2 


d ique 
i) dx völlig un- 


Funktion f(a) und mit ihm das Integral | ^ zt (= 
« be 
= 
bestimmt ist. 
Wir gehn nun zu den eingangs angekündigten Untersuchungen über. 


09 


I. 


ux 


Satz IV (Erweiterung des Satzes IIa). Wenn man von zwei im Inter- 
valle x,x, überall stetigen Funktionen F(a) und f(x) weiss, dass die Ge- 
sammtheit der Stellen x, an denen die vorderen oberen Ableitungen D* F(x) 
und D* f(a) (oder die vorderen unteren etc.) entweder nicht beide endlich 


(*) Beide Sätze sind unmittelbar aus unserem Hiilfssatz IIT (Acta Mathematica, 
B. 5, p. 190) abzuleiten; der zweite findet sich auch bei DrNr (Fondamenti, p. 196, 3°). _ 
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oder nicht einander gleich sind, höchstens eine abzählbar unendliche Menge P 
bildet, so ist im ganzen Intervall 


F(a) = f(x) + const. 


Beweis. 


Es sei an allen Stellen des. Intervalles mz, mit Ausnahme der 
Punkte P 
DEE (a) — De fy 


Wir bilden die Funktion 


elit) 2 FG fr) 


in welcher c eine willkürliche positive Constante ist. Dann wird, wenn 
x kein Punkt der Menge P ist, notwendig 


"e Diele 
Der: Beweis ist von p, 184 des ersten Teiles dieser Arbeit unmittelbar zu 


übertragen. 
Wir behaupten, dass die Differenz 


[F(a) p Ebr Fo) —f(&)] 


im Intervall x,x, an keiner Stelle negativ werden kann. Nehmen wir 


nämlich an, dass für x = x’ die Gleichung 
[Exp fo) Ele) = fas) i HE 


erfüllt, wäre, wo H eine positive Grösse ist, so gelangen wir auf folgende 


Art zu einem Widerspruche. 





‘ H — : 3 : : 
Espsei ro 9 SH Gs SET 1 -: Dann wird der Wert der Funktion 
e (v) — e; (x) an der: Stelle: a: — a’ kleiner als — 7 sein, falls nur: die 


positive Constante c kleiner als C ist. Es wird folglich, da die Differenz 


€, (c) — €, (x) für =, den Wert o hat, im \ Intervall a2’ eine Stelle 
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r, existiren, welche die obere Grenze aller derjenigen Punkte ist, an 
denen c,(r) — £.(2,) 2 — x ist. An dieser Stelle x, ist erstens 





e (5) — £8) = — 7 


wegen der Stetigkeit der Funktion £,(x), und zweitens 





e(r, + h) — e(v) «o 


für alle Werte h zwischen o und z'— z,, folglich auch D*e.(x.) < o. 
Der Punkt z, muss also zur Menge P gehóren, denn für alle anderen 
Punkte ist, wie vorher gezeigt, D*e,(x)- c. Geben wir der Constanten 
c einen anderen Wert c, so wird sich auf dieselbe Weise eine Stelle x = x, 
bestimmen lassen, und es ist leicht einzusehn, dass x, 
kann. Denn die Grösse x, muss der Gleichung 


c 


nicht gleich x, sein 


PE) — e.) = — 


die Grösse x, der Gleichung 


¢.,(@) — Pate) = —7 


genügen; jede dieser Gleichungen für sich zeigt, dass x nicht gleich x, 
sein kann; die durch Subtraktion der Gleichungen sich ergebende Relation 
kann daher nur erfüllt sein, wenn c — c, ist. Wir sehn hieraus, dass 
nieht nur jedem Werte von c, der zwischen o und C liegt, ein bestimm- 
ter Wert x, aus der Menge P entspricht, sondern dass auch verschiedenen 
Werten von c immer verschiedene Werte von x, entsprechen. Dies ist 
aber mit der Voraussetzung, dass die Menge P höchstens abzählbar un- 
endlich sein sollte, unvereinbar. Denn denken wir uns die sàmmtlichen 
Werte von x, die zur Menge P gehören, in eine einzige Reihe geordnet 
und. bilden aus dieser eine neue Reihe P, indem wir ordnungsmässig 
alle diejenigen Elemente der ersten Reihe auswählen, welche irgend einem 
Werte von ¢ als zugehöriges x, entsprechen, so müsste jedem zwischen o 
und € gelegenen Werte von e ein Element der Reihe P und jedem Ele- 
ment der Reihe P ein Wert von c entsprechen, d. h. es würde eine 
gegenseitig eindeutige Correspondenz stattfinden zwischen den Elementen 


der abzählbaren Menge P einerseits und den Elementen der eontinuirlichen 
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Wertmenge c andererseit. Herr G. Canror hat aber (Boxcuarpt’s Jour- 
nal, B. 77, p. 260) in aller Strenge bewiesen, dass eine derartige Zu- 
ordnung unmöglich ist. 

Die Annahme 


Fe) — f(x’)| — (Fm) —1(%)| = — H 


enthält also einen Widerspruch gegen die Voraussetzung. Durch Vertau- 
schung von F und f wird unmittelbar ersichtlich, dass auch die Annahme 


Fe)— fe) — FR) — ff) = 4 


, 


unzulässig ist. Es muss daher für jeden. Wert von x 


[F(x) — f(2)] — (F(#,) —f(2,)| = 


sein, womit der Satz IV vollständig bewiesen ist. 


Der Satz IV ist weit allgemeiner, als die bisher bekannten Sätze 
dieser Art, speciell weit allgemeiner, als unser Satz Ila, der in jenem 
enthalten ist. (4 

Soviel wir wissen, hat man sich bisher im Wesentlichen darauf be- 
schränkt, sogenannte »Punktmengen erster Art» als Ausnahmestellen an- 
zunehmen, indem man nachwies, dass die Gleichheit zweier stetigen Funk- 
tionen — abgesehn von einer additiven Constante — aus der Gleichheit 
der Ableitungen gefolgert werden darf, wenn die Stellen, wo diese Ab- 
leitungen unendlich gross sind, höchstens eine Menge »erster Art» bilden. 
Unter ein Menge »erster Art» wird jede Menge verstanden, deren successive 
abgeleitete Mengen von einer bestimmten endlichen Ordnung ab ver- 
schwinden. FOR 

Unser Satz II. enthielt die Erweiterung von den Mengen »erster Art» 
auf alle »reduktibeln» Mengen. Unter »reduktibeln» Mengen verstehn 
wir — mit Herrn G. Canror — diejenigen, deren erste abgeleitete Menge 
abzählbar ist, oder, was dasselbe ist, diejenigen, deren successive abgelei- 
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tete Mengen von einer. bestimmten Ordnung 4 ab. verschwinden, wo @ 
eine endliche oder eine überendliche Zahl der zweiten. Zahlenklasse ist. (') 

Herr Caxror hat gezeigt) dass alle Mengen. erster. Art und, über; 
haupt alle reduktibeln Mengen abzählbar sind, während. durchaus nicht 
alle abzählbaren Mengen reduktibel sind. Aus dem eben bewiesenen 
Satze IV geht nun hervor, “dass nicht die Reduktibilität, sondern die 
Abzählbarkeit der Menge P in unserem Falle das Wesentliche ist. Und 
es ist bemerkenswert, dass der Satz IV, gerade weil er nur diese wesent- 
liche Eigenschaft der Menge P enthält, sich einfacher hat beweisen lassen, 
als der Satz IIa, obwohl der letztere weniger umfassend und ganz und 
gar in jenem enthalten ist. 

Als Anwendung des Satzes IV heben wir den Fall hervor, dass für 
die Menge P die Menge aller rationalen Zahlen genommen wird, die nach 
Cantor (Borcuarpr’s Journal, B..77, p. 258) abzählbar ist. Man er- 
hält dann den Satz: 

Wenn man von zwei. stetigen Funktionen F(x) und f(x) weiss, dass 
die vorderen oberen Ableitungen (oder die vorderen unteren etc.) für alle irra- 
tionalen Werte von x endlich und einander gleich sind, so unterscheiden sich 
die Funktionen nur durch eine additive Konstante; 
und weiter: 

Eine. stetige Funktion, , die. für, alle irrationalen : Werte von.x den Dif- 
ferentialquotienten Null hat, ist eine Konstante, 

Es folgt hieraus z. D. unmittelbar, dass für die Rızmany’sche Funk- 
tion (7) 


nur ‘eine einzige Funktion existiren kann, welche die charakteristischen 
Eigenschaften: des: Integrales 


J ride 


('J Acta Mathematica, B. 2, p. 409, Theoreme B und C. 
C) Mathematische Annalen, D. 21, p. 53, Theorem IT. 
(*) Ueber die: Darstellbarkeit eJ. d. e. trigon. RY Ges. Werke, p. 228. 
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hat, an der Stelle x = o zu verschwinden und an allen Stellen, wo F(x) 
stetig ist, den Differentialquotienten F(z) zu besitzen. Denn F(x) ist 
jedenfalls für alle irrationalen Werte von z stetig, und damit ist bereits 
die Bedingung für die Anwendbarkeit der vorstehenden Sätze erfüllt. 
Ueberhaupt dürfte der Satz IV weitaus für- die meisten Falle hinreichen, 
wo man sonst auf den schwerfälligen Satz ll. (resp. die bereits früher 
bekannten Analoga. desselben) angewiesen war. 


= 


S 2. 


Die Frage, deren Beantwortung wir eingangs als das Ziel unserer 
Untersuchungen hingestellt haben, lautete: In welchem Umfange muss 
die: Gleichung D* F(r) — D* f(x) — o erfüllt sein, damit der Schluss 
F(x) — f(x) = const. gezogen werden darf? 

Diese Frage würde als vollständig beantwortet anzusehn sein, wenn 
sich im Anschluss an den Satz IV Folgendes nachweisen liesse: Bedeutet 
P eine im Intervall xx, beliebig gegebene Menge von Werten z, deren 
Mächtigkeit höher, als diejenige der abzählbaren Mengen ist, so existiren 
immer stetige Funktionen (x), welche nicht im ganzen Intervall 2,2, 
constant sind und dennoch an allen Stellen, die nicht zur Menge ? ge- 
hören, den Differentialquotienten Null besitzen. 

Der Nachweis der Existenz solcher Funktionen &(x) ist uns indes 
nicht in voller Allgemeinheit, sondern nur unter der Voraussetzung ge- 
lungen, dass die Menge P entweder selbst »perfekt» ist oder doch einen 
»perfekten» Bestandteil enthalt. Die von uns aufgeworfene Frage wird 
also im Folgenden nicht vollständig erledigt; denn es bleibt der Fall 
übrig, dass die Menge P von höherer als der ersten Mächtigkeit ist, ohne 
einen perfekten Bestandteil zu enthalten.  Freilich ist es zweifelhaft, ob 
solche Mengen überhaupt vorkommen können; Beispiele dieser Art 
dürften wenigstens bisher nicht bekannt sein. Sollte es sich daher in 
der weiteren Entwickelung der Mengenlehre herausstellen, dass wirklich 
jede Punktmenge, deren Mächtigkeit höher als diejenige der abzählbaren 
Mengen ist, einen perfekten Bestandteil enthält, so würde damit gleich- 
zeitig der letzte Schritt zur Beantwortung unserer Frage gethan sein. 


288 Ludwig Scheeffer. 


Bei dem gegenwärtigen Standpunkte der Theorie muss jedenfalls die Be- 
dingung, dass die nicht abzählbare Menge P einen perfekten Bestandteil 
enthalten solle, ausdriicklich angegeben werden. 

Eine »perfekte» Menge ist nach der Definition von Herrn Cantor 
eine solche, welche ihrer ersten abgeleiteten Menge gleich ist. Sie wird 
allgemein gegeben vermittelst einer endlichen oder unendlichen Reihe von 
Intervallen i,, 4,, ..., die so gewählt sein müssen, dass sie einander 
sämmtlich ausschliessen und auch nicht mit ihren Endpunkten an einander 
stossen. Es bilden nämlich bei beliebiger Annahme solcher Intervalle 


i, à, ... diejenigen Punkte, welche im Inneren keines einzigen Intervalles 
liegen, stets eine perfekte Menge, und umgekehrt lässt sich zu jeder 
anderswie definirten perfekten Menge eine Reihe von Intervallen 4,,4,, ... 
bestimmen, von denen die Menge in der angegebenen Weise abhängt. 
Eine perfekte Menge wird beispielsweise gebildet durch die Gesammt- 
heit aller derjenigen Zahlen, die sich als endliche oder unendliche Deci- 
malbrüche so schreiben lassen dass die Ziffer 5 nicht vorkommt. Die 
Intervalle 4, 7,, ... sind in diesem Falle, wenn wir nur die Strecke von 
O bis 1 berücksichtigen, folgendermassen durch ihre Anfangspunkte £&, &, ... 
und ihre Endpunkte &, &, ... gegeben. Erstere sind die sämmtlichen 
endlichen Decimalbriiche, die mit einer 5 abschliessen, ohne dass eine 
solehe schon vorher auftritt; letztere entstehn aus den ersteren, indem 
man die 5 in eine 6 verwandelt. Die £, £, ..., welche als Anfangs- 


punkte der Intervalle 4, i,, ... noch zu der perfekten Menge gehören, 
erfüllen die in der Definition gestellte Forderung, keine 5 zu enthalten, 
wenn man 499... statt 5 schreibt. | 

, eine beliebige perfekte Menge P ge- 
geben. Wir stellen uns die Aufgabe, eine durchaus stetige. Funktion 


zu bilden, die, ohne im ganzen -Intervall konstant zu sein, doch nur an 


Es sei nun zwischen x, und x 


Punkten der gegebenen Menge P einen von Null verschiedenen Differen- 
tialquotienten besitzt. 

Ist die Menge P in irgend einem Intervall der Strecke x,x, »überall 
dicht», so füllt sie dieselbe, da sie perfekt ist, stetig aus. In diesem 
Falle liegt die Lösung unserer Aufgabe auf der Hand. Wir nehmen also 
an, die Menge P sei in keinem Intervalle »überall dicht», eine Eigenschaft, 
welche unter anderen auch der vorher als Beispiel angeführten Menge 


zukomunt. 


^ 
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Unter dieser Annahme ist die gestellte Aufgabe für einige specielle 
Mengen bereits in unseren Untersuchungen über Rectification, ganz all- 
gemein aber von Herrn Canror (Acta Mathematica, T. 4, p. 385) 
gelöst. Wir geben im Folgenden ein Verfahren, welches vielleicht etwas 
anschaulicher als dasjenige von Canror ist und überdies für die im 
nüchsten $ folgenden Anwendungen einige Vorteile bietet. 

Zu dem Zwecke bezeichnen wir die Anfangs- und Endpunkte der 
Intervalle à, 4, ..., durch welche die perfekte Menge P bestimmt ist, resp. 
mit &, &,... und &, &,.... Die à, &, & bilden unendliche Reihen, da 
sonst die Menge P ganze Intervalle stetig ausfüllen würde. Wir denken 
uns diese Reihen auf irgend eine Weise geordnet, z. D. nach der Lànge 
der Intervalle à, und im Falle der Gleichheit mehrerer Längen nach der 
Grösse der entsprechenden £. Jedem Intervalle i, ordnen wir zwei andere 


, 
v 


5 : . + - . : f 
und i zu, indem wir mit 7 dasjenige der » — ı vorhergehenden In- 
’ eo [2] 


y 


i 
tervalle à,, à, ..., à, 4, bezeichnen, welches dem i 


, zunächst links liegt, 
mit i’ dasjenige, welches dem à zunächst rechts liegt; resp. jedesmal, 
oO e 


wenn i, das am weitesten links gelegene der » Intervalle 4, 4j, ... , à, ist, 


, 
» 


mit i; den Punkt z,, und wenn à das am weitesten rechts gelegene In- 
tervall ist, mit ;/ den Punkt x. 

Die Funktion ¢(«) definiren wir nun der Reihe nach für die ein- 
zelnen Intervalle à, 4,, ... folgendermassen. Die Werte ¢(x,) und ¢(2,) 
werden willkürlich, aber von einander verschieden angenommen. Für 


alle Punkte des Intervalles 7, (einschliesslich & und &) sei 


und allgemein für die Punkte des intervalles i, (einschliesslich £, und £) 


= 
TR 
= 
Cm 
= 
LL 
= 
x 
wa 
Nile 


(P(e) + e 02). 


Jeder Wert x, der in keinem der Intervalle à, 4, ... liegt, hat die Eigen- 
schaft, dass in jeder Nähe desselben unendlich viele jener Intervalle liegen; 
denn die gegebene perfekte Menge ist nach Voraussetzung in keiner 
Strecke »überall dicht». Wir ordnen jedem derartigen Werte von z eine 
unendliche Reihe von Intervallen ij, i2, ... zu, indem wir 4 = à, setzen 
und allgemein #,, als das erste Intervall der Reihe À, ö,, ... definiren, 


3 B ALTES : om 
Acta mathematica. 5. Imprime 13 Septembre 1854. od 
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welches zwischen #7 und x liegt. Dann ist offenbar r — lim & = lim &*, 


y=n = 


und wir definiren nun (x) durch die Gleichung d(x) = limd (7). Dass 
y— on 


nämlich der: Grenzwert auf der rechten Seite existirt, folet daraus, dass 
die Differenz d(#,,) — d(#) für alle Werte von » dasselbe Vorzeichen hat. 


Die Funktion d(r) ist jetzt für alle Punkte des Intervalles 7,7, 
eindeutig definirt. Wir beweisen — was übrigens, wenn man die Curve 
y = ¢(x) betrachtet, direkt aus der Anschauung folgt —, dass d(r) durch- 
aus stetig ist. Nach beliebiger Annahme der Zahl » kann nämlich eine 
Zahl m, jederzeit so bestimmt werden, dass die Strecke r,r, durch die 
Punkte £; &, ..., €,, und &, &, ..., &,, in Intervalle geteilt wird, in 
deren jedem die Differenz zwischen Anfangs- und Endwert von d(x) 


Ha) — Pa) 
n 


höchstens gleich ist. Denn angenommen, es wäre zu der 


Zahl » eine solche Zahl m, bestimmt, so brauchen wir m,,, nur so gross 
anzunehmen, dass zwischen je zweien der Intervalle #,, 4, &, ..., i„,, 2, min- 


destens eins der Intervalle 7,01, dis, ..., 2,,, liegt. Dann wird nàm- 


PET 
lich für jede neu entstandene Teilstrecke die Differenz zwischen Anfangs- 
und Endwert nach der Definition der Funktion (a) höchstens halb so 
gross als für die ursprünglichen Teilstrecken, d. h. hóchstens gleich. 


a) — $(%) .. ; - : 
I —u ‘sein. Es wird also, da für # = 1. offenbar m, =-ı gesetzt 
ECT 


werden darf, in der That für jedes » die Zerlegung der Strecke x,x, in 
Teilstrecken möglich sein, in deren jeder die Differenz zwischen Anfangs- 

. = - . d(z,) — dl) ® . 
und Endwert der Funktion ¢(2) höchstens gleich == -— ist. Hier- 
Er 


aus folet unmittelbar die Stetigkeit von &(x), wenn noch berücksichtigt 
wird, dass diese Funktion durchaus monoton ist und daher in jedem In- 
tervall nur solche Werte annehmen kann, die zwischen dem Anfangs 
und Endwerte liegen. 

Die Funktion g(a) erfüllt, wie wir jetzt erkennen, alle gestellten 
Forderungen: sie ist stetig, ist nicht im ganzen Intervall x,x, constant und 
besitzt an allen Stellen, die nicht zu der gegebenen perfekten Menge P ge- 
hören, den Differentialquotienten Null. Hiermit ist allgemein nachgewiesen, 
dass der Schluss F(x) — f(x) = const. unstatthaft wird, sobald die Gesammt- 
heit der Stellen, für welche die Gültigkeit der Gleichung DF (v) — Df(x) = © 


Zur Theorie der stetigen Funktionen einer reellen Veründerlichen. 291 


(oder auch der Gleichung F’(x) — f'(x) =-0) nicht nachweisbar ist, als Be- 
standteil eine perfekte Menge P enthält; denn legen wir bei der Bildung der 
Funktion &(x) eben diese Menge P zu Grunde, so ist auch unter der An- 
nahme F(x) — f(x) = d(x) die Gleichungen DF(x) — Df(x) = o (resp. 
(x) — f'(x) = o) in dem geforderten Umfang erfüllt. 

Hat die perfekte Menge P einen von o verschiedenen Inhalt 3, d. h. 
ist die Summe der Längen der Intervalle 4,, 4, ... kleiner als x, — x,, so 
kann man mit CawroR einfacher 


Cr) 


da) = Sx) = (x — 5) — Li, 


(29) 


setzen, wo die Summe sich auf alle diejenigen Intervalle à resp. Be- 


standteile solcher Intervalle erstreckt, welche sich zwischen x, und x 
befinden. Diese Funktion hat die Eigentümlichkeit, dass der Wert des 
d(a + h) — dw) 
h 
1 liegt, dass also keine der 4 Ableitungen D*, D,, D^, D_ jemals kleiner 
als © oder grösser als 1 wird. Hieraus folgt, dass wenn die Gesammtheit 
der Stellen, für welche die Gültigkeit der Gleichung, DF(x) — Df(x) = o 
(resp. F’(x) — f'(x) = o) nicht nachweisbar ist, als Bestandteil eine perfekte 
Menge mit von Null verschiedenem Inhalt besitzt, der Schluss I(x) — f(x) =o 
selbst dann unzulässig bleibt, wenn man von den Funktionen F(x) und f(x) 
ausserdem noch weiss, dass ihre Ableitungen durchweg unter einer bestimmten 
endlichen Grenze liegen sollen. 


Quotienten für alle Werte von x und h zwischen o und 


An 
[057 


Wir wollen aus den im vorigen $ angestellten Betrachtungen einige 
weitere Schlüsse ziehn. Zu dem Zwecke brauchen wir folgenden 

Hülfssatz aus der Mengenlehre. Es sei P eine beliebige perfekte Menge, 
welche in keinem Intervall überall dicht ist, R eine beliebige abzählbare Menge. 
Subtrahirt man von allen Elementen der Menge P eine Konstante a, so ent- 
steht eine aus den Werten x — a gebildete neue Menge P,. Es lässt sich 
dann die Konstante a zwischen beliebig gegebenen Grenzen immer so bestim- 
men, dass die Menge P, keinen einzigen Wert der Menge R enthält. 
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Beweis, 


Wir bezeiehnen wieder die Reihe der für die perfekte Menge P 
charakteristischen Intervalle in bestimmter Ordnung mit à, ¢,,..., die An- 
fangspunkte mit £, £,,..., die Endpunkte mit &, &,...; die Elemente der 
abzählbaren Menge Z seien, ebenfalls in bestimmter Ordnung, gi, 
c, und ej (cj > €) seien die willkürlich gegebenen Grenzen, zwischen denen 


die Konstante a liegen soll. Wir betrachten nun das Intervall von 


EI 


pz — zr, +6 bis zr — r, cj. Entweder ist dieses Intervall gänzlich in 
einem der Intervalle 4,,2,,... enthalten resp. fällt mit einem solchen zu- 
saminen, in diesem Falle setzen wir c, = c, c; = €; oder es giebt unter 


den Intervallen 7,,7,,... solche, die sammt ihren Grenzen ganz und gar 
mn Innern der Strecke (x, + ¢, x, + cj) liegen, in diesem Falle setzen 
wir, wenn à, das erste derartige Intervall der Reihe à,, à,, ... ist, c, — &—ay, 


, I 


€; = & — x4. () Wir betrachten nun zweitens das Intervall von z — x; J- c, 
2 ky 1 2 2 





bis &—x,+c,. Auch dieses Intervall ist entweder gänzlich in einem der In- 
tervalle 7,,7,,... enthalten resp. fällt mit einem solchen zusammen, in diesem 
Falle setzen wir = 6, 6; — 65; oder es. giebt unter den Intervallen 
i,,,... solche, die sammt ihren Grenzen ganz und gar im Inneren der 
Strecke (x, + c,, v, + cj) liegen, in diesem Falle setzen wir, wenn i,, das 
erste derartige Intervall der Reihe $,, 7,,.... ist, (4 — 6, — 45, 63 — 6, — 03 
Durch Fortsetzung dieses Processes erhalten wir zwei unendliche Reihen 
Cho Copains Und. 261,462, 035 on, Vou der ‚Art, dass fürszjedeswict o aun 
ausserdem entweder gleichzeitig €,,, > c, und c, «c; oder gleichzeitig 


Gun c, und c;,,— c; ist. Die Elemente beider Reihen haben daher für 


y» — co bestimmte Grenzwerte € und c, und zwar wird in dem Falle, dass 


74-1 


c — c ist, diese Grösse grösser als alle c, und kleiner als alle c! sein. Nehmen 
wir jetzt die Konstante « zwischen c und c' an, resp. gleich ¢ und c', falls 
diese beiden Grössen einander gleich sind, so ist diese Konstante unter allen 
Umständen grösser als alle c, und kleiner als alle c;, d. h. es werden alle 


( Ein dritter Fall kann nicht eintreten; denn wenn unter den Intervallen 7,, %,, ... 
sich ein solehes befindet, dessen einer Endpunkt mit einem der Punkte x, + c, oder v, 4- c1 
zusammenfällt, während der andere Endpunkt zwischen diesen beiden Stellen liegt, so giebt 
es immer auch solehe Intervalle 7, die mit ihren beiden Endpunkten ganz und gar im 


Inneren der Strecke (v, + ¢,, €, + cj) liegen. 
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Grössen c,— a negativ und alle Grössen € — a positiv. Nun sind für 
jeden Wert von » alle inneren Punkte der Strecke von x = x, + ¢,,, bis 
æ — x, + cj, zugleich innere Punkte eines der für die Menge P charak- 
teristischen Intervalle à, i,, ...; alle inneren Punkte der Strecke von 
2=2,+c,,—a bis &—x,+c,,—a sind folglich zugleich innere Punkte 
eines der für die Menge P, charakteristischen Intervalle; es wird also auch 
der Punkt x, selbst im Inneren eines der für die Menge P, charakteristischen 
Intervalle liegen, d. h.. nicht zur Menge P, gehören. Wz bee: 

Aus dem eben bewiesenen Satze geht.z. D. hervor, dass es perfekte 
Mengen giebt, die nur aus irrationalen Werten bestehn; denn die ratio- 
nalen Zahlen bilden eine abzählbare Menge À, und wir erhalten daher 
eine Menge von der gewünschten Art durch Verminderung aller Elemente 
einer beliebig gegebenen perfekten Menge P (die nur in keinem Intervall 
überall dicht sein darf) um cine geeignete Konstante a. 

Verbinden wir diese Resultate mit denjenigen des vorhergehenden §, 
so ergiebt sich Folgendes: 

Ist &(x) irgend eine stetige Funktion von der im vorigen $ angegebenen 
Art, d. h. eine solche, die, ohne durchaus konstant zu sein, doch an allen 
Stellen mit Ausnahme der perfekten Menge P den Differentialquotienten Null 
hat, so lässt sich eine Konstante a zwischen zwei beliebigen Grenzen c, und c, 
so bestimmen, dass die Funktion (rx + a) jedenfalls an allen Stellen, die 
zu der willkürlich gegebenen abzählbaren Menge R gehören, den Differential- 
quotienten Null besitzt. 

Insbesondere gilt der Satz wenn man für R die Menge aller rationalen 
Zahlen nimmt. ; 

Legt man eine perfekte Menge P mit von Null verschiedenem Inhalt | zu 
Grunde und setzt f(x) = J(x), so hat die Funktion d(x + a) überdies die 
Eigenschaft, an allen Stellen durchaus endliche Ableitungen zu besitzen, da 
allgemein samen, ist. 

Ist daher zwischen zwei stetigen Funktionen F(x) und f(x) die Rela- 
tionen DF(z) — Df(x) = o resp. F'(x) — f(x) = o nur für eine abzähl- 
bare Menge von Punkten, etwa für alle rationalen Werte von x, nachgewiesen, 
so darf man nicht schliessen, dass F(x) — f(x) = const. sei, selbst dann 
nicht, wenn man von den Funktionen F(x) und f(x) ausserdem noch weiss, 
dass ihre Ableitungen überall unterhalb einer bestimmten endlichen Grenze 
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liegen; denn alle diese Bedingungen werden auch für F(x) — f(x) = d(x + a) 
erfüllt. 

Wir wollen den Fall, dass R die Menge aller rationalen Zahlen be- 
deutet, noch etwas näher ms Auge fassen. Nimmt man bei der im 
vorigen $ angegebenen Konstruktion der Funktion d(x) für &(x,) und 
d(x,) rationale Werte an, so wird die Funktion überhaupt an allen 
nicht zur Menge P gehörigen Stellen rationale Werte besitzen. Die 
Funktion ¢(# + a) wird also für alle rationalen x selbst rational sein. 
Man erhält für jedes gegebene rationale x = x, den Wert von (x, + a) 
durch eine endliche Anzahl von Operationen, was wir ausdrücklich her- 
vorheben. Denn nachdem die Lage und Reihenfolge der Intervalle ö ,i,,..., 
die Reihenfolge aller rationalen Zahlen x, x,, ..., und die Werte der 
beiden Konstanten €, und € einmal festgesetzt sind (übrigens willkürlich), 
braucht man nur die » Intervalle 4, %,,..., à, nach einander zu bestim- 
men und d(i,) zu berechnen; dann ist offenbar d(x, + «) = d(i, ). 

Es ist hiernach möglich, der Menge aller rationalen Werte x,, x,, . .. 
rationale Werte y,,y,,... so zuzuordnen, dass zu jedem x, das entsprechende 
y, durch eine endliche Anzahl von Operationen gefunden wird, und dass zu- 
gleich die Gesammtheit der Werte y eine stetige Funktion von x darstellt, 
deren Differentialquotient an allen rationalen Stellen gleich Null ist. 


4. 


An 


Die irrationalen Zahlen werden von einigen Mathematikern aus dem 
Gebiete der Analysis ausgeschlossen. Da indes die gewöhnlichen Methoden, 
welche bei Begründung der Principien der Integralrechnung angewendet zu 
werden pflegen, wesentlich auf Heranziehung irrationaler Zahlen beruhen, 
wird durch die Ausschliessung derselben eine neue Prüfung jener Prir- 
cipien notwendig. Für diesen Zweck sind die in dem vorhergehenden 
Paragraphen angestellten Untersuchungen von Wichtigkeit. 

In einer Theorie, welche sich auf Betrachtung rationaler Werte des 
Arguments beschränkt, ist zunächst dem gewöhnlichen Stetigkeitsbegriff 
vorweg die Bedeutung der gleichmässigen Stetigkeit in jedem beliebigen In-. 
tervall beizulegen. Denn sonst würde man z. D. eine Funktion, die für, 
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rz - v3 gleich o, für x > 3 gleich 1 ist, sfetig nennen müssen, da die- 
selbe in der That für alle rationalen x stetig ist, ohne freilich in jedem 
Intervall gleichmässig stetig zu sein. 

Die in dem vorigen Paragraph angestellten Untersuchungen zeigen 
nun aber weiter, dass auch der gewöhnliche Begriff der Differentürbarkeit 
einer Funktion für viele Zwecke unzureichend ist und einer weiteren Be- 
stimmung bedarf, sobald man das Argument beschränkt. 


Für die Lösung aller Probleme, welche von der Integration von Diffe- 
rentialgleichungen abhängen, ist nämlich der Satz wesentlich, dass aus der 
allgemeinen Gültigkeit der Gleichung f'(r) = o der Schluss f(x) — const. 
gezogen werden darf, wenn f(x) stetig angenommen wird. Dieser Satz 
wird aber nach $ 3 bei Beschränkung auf rationale Argumente hinfällig. 

= = a . ^ X + h LE (x 

Die Hinzufügung der Forderung, dass der Quotient an 
D = 1 

für alle Werte von x und Ah unterhalb einer bestimmten endlichen Grenze 


sich 


halten solle (d. h. im Wesentlichen, dass der Differentialquotient auch 
für alle irrationalen z endlich bleibe), würde nichts àndern; denn wir 
haben gesehn, dass es auch solehe Funktionen giebt, welche, ohne durch- 
aus konstant zu sein, für alle rationalen x den Differentialquotienten Null 


besitzen und überdies ganz allgemein die Relation a I 


erfiillen. 

Man könnte, um über diese Schwierigkeit hinwegzukommen, für die 
Funktion f(x) vorweg eine bestimmte Form, etwa die Form einer Potenz- 
reihe, annehmen. Eine solche Annahme würde jedoch in vielen Fällen, 
besonders bei Problemen der angewandten Mathematik, willkürlich und 
darum unzulässig erscheinen müssen. 

Ein besseres Auskunftsmittel gewinnt man durch Einführung eines 
neuen Begriffes anstatt des gewöhnlichen Begriffes der Differentürbarkeit 
einer Funktion. 

Eine Funktion f(x) heisse »in einem Intervalle i gleichmässig differen- 
tiirbary, wenn nach Annahme einer beliebig kleinen Grösse 2 immer eine 
Grösse h so bestimmt werden kann, dass die Relation 


KIN EE) Er 


CS 7 CR 7, 
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für alle dem Intervall 7 angehörigen Werte von x, 2’, x” erfüllt ist, 
welche den Bedingungen | 2’ —a|<h und |z" — z| « ^ genügen. (') 

Man erkennt leicht, dass, wenn man die Funktion f(x) nicht nur 
gleichmässig stetig, sondern auch gleichmässig differentiirbar annimmt, der 
Schluss von der Gleichung f(x) =o auf die Gleichung f(x) = const. auch 
bei Beschränkung auf rationale Werte des Arguments noch zulässig ist. 
Ja er bleibt selbst dann noch gültig, wenn von dem Gebiete der gleich- 
müssigen Differentiirbarkeit gewisse Stellen ausgeschlossen sind, die in 
ihrer Gesammtheit eine reduktible Menge(?) bilden, in der Art, dass die 
Funktion nur in denjenigen Intervallen gleichmässig differentiirbar an- 
genommen wird, welche keinen solchen Punkt enthalten und auch nicht 
an einen solchen grenzen. Man kann in diesem Falle kurz sagen, die 
Funktion sei nach Ausschluss einer reduktibeln Punktmenge | gleichmássig 
differentiirbar. 

Wir gewinnen also folgendes Resultat: Bei Beschränkung auf rationale 
Argumente ist das durch die gewöhnlichen Schlüsse gewonnene Integral einer 
Differentialgleichung erster Ordnung, welches eine willkürliche Konstante enthält, 
nur dann als das vollständige anzusehn, wenn man von der unbekannten 
Funktion ausser der Erfüllung der Differentialgleichung noch verlangt, dass 
sie gleichmässig stetig und nach Ausschluss höchstens einer reduktibeln Punkt- 
menge gleichmässig differentürbar sei. Lässt man eine dieser Forderungen 
fallen, so giebt es noch andere Integrale der gegebenen Differentialgleichung. 

Meran, April 1884. 


(‘) Auf den Begriff der »gleichmässigen Differentürbarkeit» ist Verf. gesprächsweise 
von Herrn Prof. Kronecker hingewiesen worden. 
(CRISE 


SUR QUELQUES CONSEQUENCES ARITHMETIQUES 
DES FORMULES 


DE LA THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 
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(Extrait du Bulletin de l'Académie des Sciences de St Pétersbourg. T. 29) 


Dans les Comptes-rendus de l’Académie de Berlin de 1875(') M. 
KRoNECKER a donné des propositions d’une grande importance que j'ai 
pour objet d'établir dans cette note, en me plaçant à un point de vue 
bien différent de celui de l'illustre géomctre. Posons avee les notations 
de l'auteur: 

§,(q) = 1 — 2q + 29 —29 +... 

8,(q) = 204 + 20° t 24^ +. 

8,(q) = 1 + 2q + 24* + 20^ +... 
et désignons par F(z) le nombre des classes de formes quadratiques de 
déterminant — »# dont un au moins des coefficients extrémes est impair, 


3 3. Be I [ 
avec la convention d'écrire F(») —- au lieu de F(n), lorsque » est un 


carré. ^ Les théorèmes dont je vais m'occuper, consistent dans les relations 


sulvantes 


(A) 4X; F(an + 2)g*s = (g) (9) 

B AX F(an + ng"ta = 8,(q)8(q), 
0 \ 

(C) 8X F(8n + 3)q"*: — 81(4), 


0 





(') Über quadratische Formen von negativer. Determinante, p. 223. 
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qui révelent une liaison étroite entre la théorie arithmétique des formes 
quadratiques et la théorie analytique des transcendantes elliptiques. Deux 
voies s'offrent pour conduire à ces beaux résultats, l'une qui les a fait 
découvrir, est celle de M. Kronecker; elle part de la considération des 
modules singuliers qui donnent lieu à la multiplication complexe. Une 
seconde que j'ai indiquée succinctement dans une lettre adressée à M. 
LiovvrLLE,(*) repose plus sur l'analyse que sur l'arithmétique, la notion 
de classe s'y trouvant amenée par la considération des formes réduites. 
Elle m'a donné déjà la démonstration de l'équation (C); je me propose 
maintenant d'en tirer d'une maniere plus directe cette méme relation, et 
aussi d'établir les théorèmes (A) et (B) qui sont du plus grand intérêt. 
Jexposerai ensuite comme conséquence de cette méthode, quelques ex- 


n n n 
pressions des sommes 2 F(4n + 2), ZX F(4n + 1), VF(8n + 3), où l'on 
0 0 0 
verra une nouvelle application de la fonction E(x), représentant l'entier 
contenu dans x, qui a été récemment l'objet de plusieurs communications 
importantes de M. Bountakowsky. 


I 


La représentation des différentes classes de formes de déterminant 
négatif, s'obtient par des formes particuliéres auxquelles on donne le 
nom de réduites, et qui sont caractérisées de la maniére suivante. 

Désignons les par (A, D, C), et soit = une quantité du signe de B, 
et égale en valeur absolue à l'unité; on aura les conditions: 


A<C, 2eB<A. 


Mais faisons pour plus de précision la distinction entre les formes non 
ambigues et les formes ambigues. Les premieres seront (4, +B, C), en 
supposant B positif, différent de zéro, et excluant les cas d'égalité dans 
les conditions précédentes qui deviennent: 


A «C, 2B. «A. 











(') Sur la théorie des fonctions elliptiques et ses applications à l'arithmétique. 
Journal de M, LrouviLLE, année 1862, p. 25. 
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Les autres ensuite seront de ces trois espéces: 

(4, o, €) / gear go 

(2B, B, ©) ab cU. 

(Ay By Ak ee, 


et c'est seulement quand le déterminant changé de signe est un carré 
ou le triple d'un carré, qu'on doit prendre: 


Ar oui (oH. — A. 


Cette notion des formes reduites doit recevoir une modification legere en 
vue des recherches qui vont suivre, où nous considérerons exclusivement 
les formes dans lesquelles l'un au moins des coefficients extrêmes est 
impair. (’) 

Convenons de désigner par a, a’, a”, des nombres impairs, par 5, VU’, 
des nombres pairs; elles se répartiront pour un déterminant impair, dans 
ces trois catégories: 


(I) (a, 5. a’), (II) (a, a’, b), (III) (b, a’, a), 
et pour un déterminant pair dans les suivantes: 
(I) (a, a”, a’), (II) (a, &, 0), (III) (b, /, a). 


Supposons maintenant ces formes réduites et admettons que les coef- 
ficients moyens soient positifs; je les ramenerai, comme on va voir, au 
premier type. En raisonnant, pour fixer les idées dans le premier cas, 
jeffectue la substitution au déterminant — r, | 


x — X+ F, y=—Y 
dans la forme (ID. Elle devient: 
(a, a — a^, a — 24 + b) 


et par conséquent du type (I) mais le coefficient moyen qui reste positif, 





(^) Ce sera par conséquent l'ordre proprement primitif et ses dérivés lorsque le 
déterminant sera impair ou le double d'un nombre impair, seuls cas qui s offrent dans les 


théorèmes de M. Kronecker, 


* 
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franchit la limite caractéristique des réduites. Il est en effet l'un des 
termes de la suite: 


a—k, a—k+2, a—k+ 4, ..., a —1, 


où k désigne le plus grand nombre impair contenu dans Toutefois le 


a 
2 
dernier coefficient ne cesse pas de satisfaire a la condition: a— 2a’ + 0 7 a, 
puisqu'on doit supposer: 24 — b. Le méme résultat s'obtenant à l'égard 
de la forme (IIL), qui est improprement équivalente à (a, a’, b) et par 
suite proprement équivalente a: (a, a— a’, a — 2«' + b), nous avons cette 
conclusion, que toutes les classes de déterminant impair, sont représentées 
par les formes du type (D, (4, +B, 4’) ou Yon supposera: 
IB-—350512595, Mio Ae 1 Fern. 

Quant aux formes ambigues, deux cas sont à distinguer, suivant que le 
déterminant est =1, ou — 3 (mod 4). Dans le premier il n'existe que la 
seule espéce (A, o, A’), A n'étant jamais égal à A’; mais dans le second 
cas, les formes ambigues sont d'une part: (4, o, 4’) avec la condition 
A « A’, puis: (4, B, A) en prenant: 


Bizcoiy25 4p: asus 


On établira de la méme maniére, en considérant les déterminants pairs, 
que les formes non ambigues se ramenent au premier type: (A, + A", 4’), 
ou l'on doit supposer 


A = 33085 5h He Ago, eoo wr 
les formes ambigues sont ensuite: 


(A, A, A’), avec l'inégalité: A < 4’ 
puis: (A, A", A), en prenant encore: 
" 5 - 
A = I, 3, rer le 
Cette seconde catégorie ne se présente d’ailleurs que lorsque le déterminant 
supposé pair est divisible par 8. 
Nous avons exclu dans ce qui précède, les formes de l’ordre im- 
proprement primitif, et des dérivées de cet ordre, nous ajouterons à leur 


égard, pour les déterminants = 5 (mod8), la remarque suivante. Ces 
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formes pour de tels déterminants, sont du type (24, a”, 2a’); en supposant 


a’ positif, elles seront réduites sous les conditions: 


au, Qu m. 


Admettons maintenant que le coefficient moyen soit l'un des termes de 
la suite: 
(RB. Soe 24 — I; 


les formes obtenues en prenant: 
(^ mm 0 SE Bom SE Ah, ood Et 


ne seront plus réduites mais elles le deviendront par la substitution précé- 
demment employée: 
DESIREENT, yy 


En effet dans la transformée obtenue: 
(2a, 2a — a", 2a — 2a” + 20’) 
les conditions caractéristiques: F 
20 — a" <a, 26 — a" « a — a" +« 
sont satisfaites, puisqu'elles reviennent à celles-ci: 
E a. TENTE 
Toutefois il sera nécessaire, quand on aura: 
a—a'+a «a, cest-a-dire a <a’ 
d'employer en outre la substitution X — Y', Y — X'. Soit maintenant: 
a" =at+b, a= a 4-0, 
faisons aussi: 
a—b=—a,; 
la transformée précédente devient: 
(2a, + 26, a,, 2a, + 20’), 


les nouveaux elements a,, b, 0’, étant entierement arbitraires. On voit 
ainsi que cette forme donne deux fois la série complete des réduites, à 
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savoir les réduites elles-mêmes, si lon prend 6’ > b, puis leurs trans- 
formées par la substitution X = Y’, Y = X’, quand on suppose b’ < b. 
Nous avons donc le résultat suivant dont nous ferons bientôt usage. 
Concevons que a, a’, a”, parcourent la série des nombres impairs sous la 


condition: 
a= a; BESANT TE 


la forme: (2a, a”, 2a’) représentera d'une part, les formes ambigues, 
(2a, a, 2a’), puis celles-ci: (2a, a’, 2a’), qui se ramenent a: (2a, 2a — a', 2a); 
c'est par conséquent la suite complete et sans répétition des formes am- 
bigues. Il y a à excepter toutefois la supposition de a = «', c’est-a-dire la 
forme dérivée de (2, 1, 2), qui s'offre seulement lorsque N est le triple 
d'un carré. Elle représentera en second lieu, et répétée trois fois, la 
série des formes non ambigues, équivalentes proprement ou improprement 
aux formes réduites dont le coefficient moyen est positif. 


IL. 


Le théorème (A) de M. Kronecker qui consiste dans l'égalité: 


a " 


i 1 x» 
42 F (an + 2)g*s = $(2)9. (a), 
0 
s'obtient au moyen de ces séries, ou j'écris pour abréger: 


au lieu de 4,(g), 9,(q), 8,(q): 








0? vg 
Kx 
H ) iml 
z > al tot 
PRESSES aay SiN (2n + 1)x, 
B = T n 











= == "as 9 [a * + gi +... + £09] sin (22 + 1)x. 
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- : 2kK . 2K 
La premiere est le développement de 2 HE sin 3 


« rid 





, la seconde que 


jai donnée sans démonstration, (") a été établie ainsi que d'autres de méme 
nature dont je ferai usage, dans une excellente thése de doctorat de M. 
Brenter,(*) à laquelle je renvoie. Multiplions les membre à membre, 


puis intégrons entre les limites zéro et =, en employant les formules: 





| 0, (=) poe PESE ih DES HT. 
3 er: 2 . sina 2 
0 0 
On trouvera ainsi: 
55 0. = AS + 8S, ; 
si l'on pose pour abreger: 
1 
nt 
S= 1 
>; Pal 
1\? 1 
AGE db. FU 55 a, 
S, = > —— ae T "hE ge gS | 
num —— q 
1 


Je développe maintenant ces expressions suivant les puissances de q 


I 9 9, * . 
en remplaçant ——zq7 par 1+ q"*! + gt +..., et j'obtiens d'abord: 
EN À 


17 
sedg” . 


où a et a’ parcourent la série entiere des nombres impairs. Soit ensuite: 


Dig Oo Den URN, 


et l'on aura: 


ur qs 
i a?-- 2aa'—a''?) 











(?) Sur les théorèmes de M. Kronecker relatifs aux formes quadratiques (Comp- 


tes-rendus, Juillet 1862). 
(3) Sur les développements en séries des fonctions doublement périodiques de troisième 


espèce (Paris, Gauthier-Villars, 1879). 
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Designant donc par N un nombre impair quelconque, et par ¢(N), 
le nombre de ses diviseurs, nous pouvons déjà écrire: ; 


1 
—N 
SZ e(N)r 
En passant a la seconde somme SH nous poserons: 


a + 200° — a’? = 2N; 


de sorte que 2N sera le déterminant change de signe de la forme qua- 
dratique (a, a’, a + 24). Cela étant, nous établissons que nous avons 
ainsi obtenn le type de nos nouvelles réduites pour un déterminant im- 
pairement pair, représenté par (4, 4”, A’), en montrant que la différence 
A — A’ est nécessairement le double d'un nombre impair. Or on a: 


AA' — A"* = 2N, 
et par conséquent: 
AA’ = 3 (mod 4). . 


En multipliant par le nombre impair A’, nous en conclurons: 


A=34' (mod 4) 
d'ou: 


A — A’'=2A’ (mod 4) 


comme il fallait le faire voir. Soit done pour un moment: f(2N) le 
nombre des classes non ambigues de déterminant — 2.N; il est clair qu'on 
obtient, puisqu'on exclut les valeurs négatives de 4": 


in 
| 
D I — 
Ar 
en 
LS] 
> 
— 
HS 


et le développement de 959, s'offre sous la forme suivante: 


= r E AC 
$8, = 4 D [e(N) + f(2N)]a? . 
Mais le nombre des classes ambigues de déterminant — 2N étant 
¢(N), la somme ¢(N) + f(2N), est précisément la fonction F(2N) de 


M. Kronecker, dont la proposition se trouve ainsi démontrée. 
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IM. 


Le second théoréme de l'illustre géomètre se tire des séries suivantes: 














af) 
2n+1 
ZI AE ET d n coa M 
d Elaine Hi ». > cumin (2n + 1)a 
B 0 li 





8, C H A=) 


= 1 
T n+ — 


4, - = NIA +) [1+ 2g '+...+4+ 29° sin (2n + ı)e. 
E 4 0 À 








En les multipliant membre à membre, et intéerant entre les limites 


zéro et =, on en déduit cette expression: 


Nia 


8,8; = 2S + 4S,, 
où lon a: 


1 ? 
S = Y en lt + 2g? +...+ 29°", 


(nt 5) +2041 


S, = > el En aq + “lee + ZA: 


0 


Cela posé, désignons encore par @ un nombre impair quelconque, et 
soit 0 — O0, +2, +4,..., + (a— 1), la ‘premiére série prend cette 


nouvelle forme: 


et l’on en conclut facilement: 


S=ZV¢(N)¢ , 


N parcourant la série des entiers impairs = 1 (mod 4). Soit en effet: 


9 P 
qj — b? = 00 
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9 et g' étant deux diviseurs conjugués de N; on aura nécessairement 
9 = 0 (mod 4), et les deux systèmes d’egalites: 


atb=o, a—b=d, 

ou bien: 

a—b=o, a+b—0, 
détermineront toujours pour 4 un nombre impair, et pour ) un nombre 
pair, qui change de signe en passant de l'un à l'autre; le cas où N est 

un carré correspondant à b = o. | 
La quantité S,, développée suivarit les puissances de g, donne ensuite: 

(a+ 4ac—1°) 
S Ag 


ou lon doit faire: 
D — o0, DET A UE Era 7), 


Soit maintenant: 
a! + 4ac — b? — N; 


on voit que N sera — r(mod 4), et représente le déterminant changé 
de signe de la forme (a, b, a+ 4c). Nous trouvons ainsi l'expression 
(A, + DB, A’) que nous avons déjà considérée, car le produit AA’ étant 
— 1 (mod 4), la différence A’ — A est un multiple de quatre. Or il a 
été établi que cette forme donne d'abord la série entière et sans répétition 
des réduites non ambigues, puis les formes ambigues de l'espéce (A, 0, A’), 
ou l'on a: A — A’. C'est done la totalité des diverses formes, moins celles 


qui sont représentées par (A, D, A), en prenant: 
B= e. A oue 


Le nombre de ces dernicres est pour une valeur donnée de N, le 
nombre des solutions de l'équation 


ios gn =] 
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avec la condition que D soit positif. On doit done comme tout-à l'heure 
poser en désignant par 9 et 9’ deux diviseurs conjugués de 4N 

A — B — 6, A + B= 0, 
mais prendre maintenant 9 > 9, de sorte que le nombre cherché est 
I P , = . . re 
=¢(N), lorsque N n'est pas un carré. Dans ce dernier on obtient évidem- 


a(N) +1 9 : 
BONN, De ce que nous venons d'établir 


o(N)— 1 c 
ment: a aes + 1, ou bien: 


résulte que si lon désigne par Æ(N) le nombre des classes de formes 
quadratiques de déterminant — N, on obtient: 


| 


N 


8, = DIF(N) —;p(Nle 


D | m 


en convenant, lorsque N est un carré, de remplacer F'(N) par F(N) — 
Or on a trouvé: 


1 
= 
4 


S.N) ; 


nous avons par consequent: 


1 
—N 


6,01 = 4(8 + 28) = 4X F(N)¢ 


comme il s'agissait de l'établir. 


. Le troisieme théorème de M. Kronecker, exprimé par l'égalité: 


= . 2n+ ' A 
82 F(8w--3)g *= la) 
0 


se conclut du développement: 


ip K tr 2. Ka^ 
a (= )e( = ) 2 Sg 


9 : 2 = NT 
DEN DIE 2Kx sin 24 ep 
u( ) H, | ) : UM 

















T 
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ou il faut prendre: 








TEEN 395 93» 
et de celui-ci 
2Kz 2 Ka 
8( 77) a. (CZ) CET E cue 
UN ROT. 192 d'la ++... +a 5 |sin an 





dans lequel » parcourt la serie des nombres entiers. 
En opérant comme précédemment nous trouverons d'abord: 
3 2 qj GY. 
# = 8(S + 28), 


ou Von <a. fait, en supposant_@=— 1, 3. 5 


SE rk + na a D z! 





La premiere suite pouvant s'écrire: 


1 
i: —(1a?—a'7) 
Sit 


@ — qo gs e 0. aero Te 


nous poserons N = 44? — a^; ce sera un entier = 3 (mod 8), et nous dé- 
signerons par 9 et 9 deux de ses diviseurs conjugués. Cela fait, soit: 


20 — a — à 24 Aus: 
4 , , 


ces conditions détermineront pour a et a’ des entiers impairs, puisqu'on a: 
d= 30'(mod 8), et en prenant 2 <0’, a’ sera positif. Le coefficient de 


N 


‘ 4; E 
sera ainsi la moitié du nombre des diviseurs de N, et nous écrirons: 


DR 

I 
© | = 
Bs 
2 

= 
= 
Le) 
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Le-développement de S, suivant les puissances de 4 étant: 


1 
— (4a?4- 4ab—a''?) 
Ss => 
DS nd = 25 A Orgs ho MT Bia pr A ae 


ou bien: 


1 
— (4aa'—a''?) 
ord guide: 4 
I = 2 
en posant: 
a — a + b. 
Nous ferons: 

N = 4aa!' — a^, 
ce sera donc encore un entier = 3 (mod S8), qui se présente comme le 
déterminant changé de signe de la forme (2a, a”, 2a’) et de ce que nous 
avons établi $ I, à l'égard de ces formes, donne la conclusion suivante. 

Soit pour des classes improprement primitives, (N) le nombre total 
des formes ambigues, f(N) la moitié du nombre des classes non am- 
bigues, le nombre des solutions de l'équation: 

aa’ — a” = N 
est: (N) + 3f(N), en exceptant le seul cas où N est le triple d'un carré, 
la quantité précédente devant être alors diminuée d'une unite. 

On a ainsi: ; 


y 


1 
—N 
s — 2 (0) + sine"; 
or on sait que (N) — -c(N), de sorte qu'ayant obtenu: 


EL 
—N 
i 


S— Yield) == (Ne 


nous en déduisons: 


et par suite: 
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Le procédé que je viens d'employer conduit comme on voit au. 
nombre total des classes improprement primitives de déterminant — N, 
représenté par (N) + 2f(N), celui que j'ai donné antérieurement, (Jour- 
nal de LioUviLLE, 1862, p. 25), fournissant sous la forme méme qu'a 
obtenue M. Kronecker, l'équation: 

= 

S SD HIN), 
ou F(N) désigne le nombre des classes proprement primitives. Du rap- 
prochement de ces deux expressions résulte donc la relation des Disqui- 


sitiones Arithmeticae 
F(N) = 3[(N) + 2/(N)] - = 


et dans le cas où N est le triple d’un carré: 
F(N) = 3((N) + 2r(] — 2. 


M. Liescurrz a donné de la méme relation, une démonstration arith- 
métique aussi simple qu'élégante dans son beau mémoire publié dans le 
T. 53 du Journal de CnELLEk: Einige Sätze aus der Theorie der quadra- 


tischen Formen. 


. M. 


Il me reste à indiquer des conséquences arithmetiques des formules 
de la théorie des fonctions elliptiques dans lesquelles intervient la fonction 
E(r); eles se tirent de la remarque suivante: 

J'observe d'abord que si l'on pose: 


f(x) = À, + A,x +... +A,x" + ..., 


le développement suivant les puissances croissantes de la variable du 


= "( ac 1 
quotient D ) . donne la relation: 
—— 


Ir = Ay e (Ay HAB ae aan Aa d 


— x 


L 
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Cherchons pareillement le coefficient de x" dans le développement 


^ a 
On) z x Pan . 
de la quantite f) où a designe un nombre entier queleonque. Comme 
1 — + 


on peut écrire: 


yt fit h 
nu 





I 
© 
D 


)2 


nous poserons la condition ap + À — », qui donne évidemment pour p 
i . r 3 is 

lesu valeurs Oval, 25:15 E(-). Soit done pour abréger: l'écriture: 
z 


TL . . * 
= E(*), il est clair qu’on aura: 
(2 


Ju => LANCE AR ks ar; 


c'est la relation analytique. que je vais employer, et je lappliquerai 





; I 
d'abord en supposant f(x) = ee Nous obtenons dans ce cas la formule 
A 


suivante: 


Multiplions ensuite les deux membres par z^, b désignant un entier 
positif, on en tire: 


h 


sb ene 


(1r— (1r —® 


puis en changeant n en n — b: 


b 


co eere. 


(1 — aa — x 





On voit que dans cette nouvelle relation il est nécessaire de prendre 





n — b ; a ; . 
E( ) =o lorsque n—b est négatif; nous ferons désormais cette 
à g 
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convention, et en remarquant que: 1 + E(r) = E(x + 1), nous écrirons 


plus simplement: 
x VE +a— “) 2 ^. 


(1 — «y Lx ] 


Il convient de joindre à cette formule celle qui donne le développe- 
b 
ment de la.fraction —— et qu'on obtient par l'identité: 
(r—z)y1-rFa 


x a (1 — a) 


a — æ)(1, + 2") (1 — æ)(1 E) | 





Nous trouvons de cette maniere: 


zi [^ [el Pa — ? E( +a— Je, 
(1 — e)(1 + 2^) > 2a 2a ; 


ce qui conduit à introduire une nouvelle fonction E,(x), definie par la 








condition: 


E,(2) = E(x + =) — Eta). 


à 


On a ainsi sous une forme plus simple: 


a" BA n XL =) ar. 


(1 — z)(1 + z^) 


Je me bornerai à remarquer à l'égard de la quantité E, (x), qu'elle 
est toujours égale à zéro lorsque la différence x — E(x) est moindre que 


, c'est ce que montrent les 


1 ev tacet —1 
>, et à l'unité si l'on suppose x — E(x) >> 


relations: 


E (x +1) = E (x), 
E;(x + :) = p.c 


E,(x) = E(2r) — 2E(x). 
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J'appliquerai encore la formule: 


= I, +A+-..+4)e" 


* 


à un cas plus général en prenant: f(x) = ————;, où k est un entier 


(I — x) 


quelconque. Nous aurons alors: 


Ej CE 1)...(k + 2—1) 


1. 2 20% 





, 


et l'on sait d'ailleurs que la somme: A, + 4, +... + A, a pour valeur 
k ) iu -— ot on " . L (Y 2 ... © I) 
(pane ree Uer ME ou bien: &+ Die HR Cd 
A RER 2 k 








Il suffit donc pour obtenir le développement cherché de remplacer » par 


nh . . . A " 2 . 
E() dans cette expression. Mais soit afin d'abréger l'écriture: 





E,(x) = B(x) E(w +1)..-E(e t k—1) 


on aura ainsi: 





puis en raisonnant comme plus haut: 


b 


x ae Y E(" + a — 2 a. 


(TEXTE) — \ a 





_Ce resultat établi, nous en tirons la formule relative a la fonction: 
b b a\k 
x a(I—a) 





—,, en la mettant sous la forme: - me pi par 
ayk í 2a\k 

(1 — aX1 + a) (1 —æ\ 1 — 2x”) 

exemple k = 2, un calcul facile donne la relation: 


Eno 3 2a — b\ , (n— b^ D 
eu ter u 2a JE E ZN T | | 


mais on peut suivre une autre vole, et en posant: 


I 


—-— À, + À,x +... + AG... 
ur "t. 
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chercher la valeur de la somme: A, + A, +... + A,. Il suffit pour 
cela d'avoir le coefficient de z' dans le développement de la fraction 


I J RA : 

— —— ——4, et c'est ce que donne la décomposition en fractions simples 
2 kd , 

EIN P P 


qui permet d'écrire: 


k k—1 


2 aub: 2 2 
dede ent es an: 





I 
It 
La quantité cherchée s’offre ainsi sous la forme: 


Te De 


2 1.2...(k— 1) 1 


ae 1) [: ds AE A 1) 2) pet m (v+1)(v+2)...(v-+ k— ı 


2 2* 


; est done 


I 
le coefficient de z", dans le développement de —————— 
(t — et + a^) 


obtenu explicitement au moyen de l'élément » — E(*), tandis qu’en partant 


_a\k 
de la fonction = 
(1 —a)(I — ^) 


niere toute différente, au moyen de E(* et E Ce POI MR 
y \2a 2a 2) 


, ce même coefficient s'exprimera d'une ma- 


pour considérer le cas le plus simple, nous aurons la relation: 


set) sett fee aen 


2a 








ou plutôt: 


I 


. . . N 
puis si l’on fait — 
2a 





ce qui se vérifie immediatement. 
Je ne m’ecarterai point de mon but en cherchant en ce moment à 
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approfondir les relations de cette nature, et je me bornerai à remarquer 


que de ces identités fort simples: 








DE b. a" [1 + zz d: qm E e qu rl 
(1 — æ)(1 — z^) (1 —aX1 — x") : 

zi y a" [1 UE 24 X pud + ats ACTE 
(1 Fr x)(1 BR: a")? (1 = zy(r— ae I 


on conclut les propriétés suivantes de E(x) et E,(r): 





/ 


E(x) + E(x n „) + E( + 2) +...+ E(» + m = !) = E(mrx), 





E(r ++) + 2B, (x tI). + (m — 1) (n + —— 


qn m 





+ E,(2—2) 4+ 28,(x—=) +.. + (m— DE (s = 


= E,(mx) — mE,(x). 


J'appliquerai les résultats qui viennent d’être établis en premier lieu 
à la série d’Eurer: 
a 


ee NEE anite 
pm 


rn 15 22. 








ou e(n) désigne le nombre des diviseurs de z. La relation: 


donne alors, comme on voit, la proposition arithmétique bien connue 


e(1) + e(2) +... +.¢(m) =e B(") 
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Et pareillement si l'on pose: 


fF()s f(2)z f(a)z* ^ » 
RUE eee ate =2F(n)2", 


Ser ==; i= 








de "s qu'on ait: 
En) = fl) + f(d) +£(@) + 


en désignant par d, d', etc. tous les diviseurs de m, nous obtenons: 


F(1) 4 F(2) +... 4 F(n) =YE() f(a) 


up 95 


Supposons en particulier que f(2) soit un polynôme quelconque de degré 
k, qu'on pourra écrire ainsi: 


n Hu on a oe ae = 
ia) Ba DAI 3 





Au moyen d'une transformation dont Jacosı a donné des exemples 
dans les formules du $ 40 des Fundamenta, nous aurons: 


f(1)e f(2)z* 


ae EP ion 


a I — + i" 











dee 





On en conclut l'égalité: 


= E(*)¢(a) = AY #(!) A BY E() es KY E.) 


et par conséquent celles-ci: 


/ 


Dee) DE) 
ya) a(a +1) _ DE) 





/ 


qui offrent autant de nouvelles propriétés de la fonction E(x). 
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Remarquons encore au sujet de la série d’Eurer qu'elle a été mise 
par CLAUSEN sous la forme suivante: 








«(i E à zz zu x E) ZEE E E E as 


I — + \I— x, Si o 


on a done: 
e)  e(2) - re) = > BE) HET =) |, 


et l'on voit que dans le second membre les” valeurs de @ ne doivent pas 
dépasser l'entier contenu dans yn, que je désignerai par », pour abreger. 

Le, c 
Remarquons maintenant qu'on peut écrire: 


BARS) EN)  1—a 


a 








dont jai donné ailleurs une démonstration arithmétique. (') 

Apres la fonction e(n) se présentent celles que M. Kronecker a 
considérées dans son célèbre travail, sur le nombre des Classes de formes 
quadratiques de déterminant négatif (Journal de BorcHarpr, T. 57, p. 
248), et qui se rapportent aux sommes des diviseurs des nombres. Elles 
sont désignées et définies comme il suit: 

X(n) somme de tous les diviseurs impairs de n, 
D(n) somme de tous les diviseurs de », : 





(') Sur quelques points dans la théorie des nombres: Extrait d'une lettre à M. Lir- 
scnirz, Acta Mathematica, T. 2, p. 299. 
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Y(n) exces de la somme des diviseurs de # supérieurs à y», sur la 


somme des diviseurs moindres que y», 
d'(n) excès de la somme des diviseurs de » de la forme 8k + 1, sur 


la somme des diviseurs de la forme 8k + 3, 

J'(n) exces de la somme des diviseurs Sk + 1, supérieurs a yn, et des 
diviseurs 8k + 3, moindres que ym, sur la somme des diviseurs 
Sk + 1 moindres que nr, et des diviseurs Sk + 3, plus grands que ym. 


L'illustre géométre donne ensuite les équations suivantes, où je sup- 


pose pour plus de clarté: 


à savolr: 


a — 1, 3, 5, 
lj 2- Ws ©. 
(£s ae 2h 








+e 
I V(e)q —y : zd 
— (1 > q )- 
1 2 a 
X d(a)q* d pe jy D aq T 
: MN q 
1 « a 
/ AC q | Ga 
Xa = > ee n ed 


Nous pouvons par conséquent exprimer au moyen de la fonction 


E(x) les diverses sommes 


DE LE PN 


X(2) + X(4) + X(6) +... et P(ı) + D(2) + (3) +..., ete. 


Mais parmi les résultats qu’on trouve ainsi, les plus simples et les plus 
élégants ont été obtenus pour la première fois par M. Lirscurrz, à qui 
jen dois la communication, En désignant par 4, DP, C, des nombres 
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entiers de même nature que a, b, c, léminent géomètre a établi, par 


une méthode purement arithmétique, les formules suivantes 


X(1) + XQ) +... +x(4 = X E (425), 
D(1) + D(2) +... + 0(C)= YES, 


Pr) + 9(2) +... + ¥(C) - Y E( N). 


Et sans nul doute des procedes semblables donneraient aussi les relations 





d’une forme moins simple: 


KE X (4) + X(B) 

=! Der) en] 
d'(1) + 9'(3) +... + 9'(A) 
=Y — ee ak (= = - 


W'(1) + V(3) + 2. + (A) 











De ee ee E(—— )— E(: N! 


La dernière peut encore s’ecrire: 


V) + (3) tea + WA) 
-E[c5 a5] [Xo o] 
— [Cay "sz : 


et l'on devra prendre les deux derniéres sommes, en 
de a qui est donnée par le plus grand nombre impair contenu dans \ A 








sarrétant à la valeur 
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Vil. 


Une autre application, à laquelle je m’arréterai un moment, con- 
cerne la fonction qui représente le nombre des solutions de l'équation 
x +y — c. En la désignant par f(c), la théorie des fonctions elliptiques 


donne les relations: 














a—1 
2K 2 a 
rem CO 
Fr 9 
a—1 
= es 
=2. f(8e + 2 = > E 
7 I tse q 


dont la premiere nous conduit immédiatement au théorème d’EISENSTEIN: 





fu) Ema t 22 XU. 


De la seconde nous tirons ensuite: 





EXO) ze 


fl) + flıo) +... + BC + 2) = 42 C- y ES); 
mais ces formules ne sont pas les seules auxquelles mene la théorie des 


fonctions elliptiques. Jacorr a obtenu en effet, dans le dernier paragraphe 
des Fundamenta, ces développements d'une autre forme: 


2h K (—1*9*. d 
— ii + 
7 4 1+q 


"T st gr 
BER. NE 1) 2 vey" DER 


7 I 








et le premier devient, si l'on change g en — q: 


ee M DE M 2 
zc i— ¢* 


"qu 











XI M 
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J'en ai déduit les formules suivantes, que je me borne à énoncer, 
me réservant d'y revenir dans une autre occasion. 


2% Bolt: == mex et posons pour abréger: 
re) 


ee enter) 





on aura: 


fü) € fl) +... + f(C) = a[s + 8, nain] 


v4U IB I 
2 


z 


2°. Soit ensuite: n = E( ) nous obtenons: 


f(2) + fo) + -.. + f(8C +2) 


/ 


EE os. oU c pem 


I g / \ 2n—1 











Enfin on trouve dans le second volume des oeuvres de Gauss (De 
neru inter multitudinem classium, etc., p. 279), la formule: 


IG) SE TG) GO ERO) eX Muse 


(G— 9 E225. 25g Hn); 


qui est d'une nature toute différente. La remarque suivante que j'em- 
ployerai tout-a-l’heure pour un autre objet, en donne une démonstration 





facile. 

Soit: f(x) = A, + Ar + A,x* +...+ 4,2” + ,.., le coefficient 
d'un terme quelconque du développement de la fonction: — se tire 
de l'égalité: 

f(*) = DA la 
I—e . 
jt 2275 


en posant la condition: 
w+h—n. 
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- 
Nous avons ainsi les valeurs y = 0, I, 2, , E(yn), et en faisant 
pour abréger l'écriture, » = E(yn), il est dia qu'on obtient: 





I ZA, + A, +...4+4,Ja". 


On aurait d'une manière plus générale, si lon désigne par c un entier 


quelconque, et qu'on fasse alors » = Ey xs 


c 


X 
en 





= LA: FA Td Ale 


- 


Soit encore: 


f(x) — Av Jt A, ia" SLOTS A ae TON 


nous trouverons semblablement: 


me SL, EIER A ce 





Van + 1+ ') 


en prenant dans ce cas: » = E( 


En particulier on remarquera les relations suivantes: 





eter LT +... = * 
: 7 masse po PRAE Uf) ; 
a = = 1 
ee CN a + 1 + JUNE 
I—c 2, : ? 


puis, comme on le verra aisément, en désignant par k un entier quel- 











conque: 
: 4 2? zt 
(eben Ja eat DEN, ah > he) a" 
ET 
n=kt1, k+2, kd 
Qe + Va? + Ve +. SE LE 4n +T = er La nt 
: I —— 4 


n=k, k+1, k +, 


De ces formules résultent les suivantes. 


© 
to 
Go 
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Soit : 
F(a) = A, + Ax +... + Auot +... 


nous aurons: 








(cet x +...) F(x) _ Z A, E(Vn — E)", 


I x 
Me 2322, 435 
[p= Of dup ,n— I, 


et semblablement: 


4) 4) 9 | 4/ 95 = ET: EE 
(Ve + Ve a re Yun E ae =) a i5 


LUE 








HO, 1522; 


RON ras ti. 
Supposons dans la premiere de ces deux relations: 
Fı)= +! +1 +... 


elle donne immédiatement légalité: 





umo E s Elm). 
( 2x 2z* —] 
On en conclut le développement de la quantité: Gr er en 





ae 


sous la fôfme suivante: 
X + 4EWa rele’, 
n=O, 1,2, 5, 


p— umo es Bn). 


et par suite le théoréme de Gauss: 
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Prenons de méme, dans la seconde formule; 


4 4 
BG) re P 


c 


DE Sty ale rus 
+ 
\ 


nous trouverons la relation: 1 





1 
L2 EY 
2 








I 


(vx ya? ES vz" : e Van + 2 — (2e — 1)? + 1)\ 
== E| = ; 


I — 


m=O, I, 2, 


peg Sade foi. 


5 


Le résultat suivant qui s'en tire: 


f(2) + f(10) +... + f(8C + 2) = a) Ten ), 





ou la somme doit s'étendre dans le second membre aux valeurs a=1, 3, 5, ... 
en s'arrétant à la racine du plus grand carré impair contenu dans 4n + 2, 
a été donné par LrovviLLE, dans une: courte note qui porte pour titre: 
Égalités entre des sommes qui dépendent de la fonction numérique E(x) 
(Journal de mathématiques, 2"* Série, T. V, 1860). 


VII. 


J'arrive maintenant au point que j'avais principalement en vue, en 
déduisant des beaux théorèmes de M. Kronecker, démontrés au com- 
mencement de ces recherches, les expressions des trois sommes: 


A= F(2) -- F(6) + ,..+ F(4n + 2), 2 
B — F(1) 4- F(s) +...+ F(4n + 1), 
C= F(3) + F(11) +... + F(8n + 3). 


Voici, parmi plusieurs autres, deux formes sous lesquelles on peut les 
obtenir. 
Considérons d'abord le premier théorème: 


wie 


0:10, — 4X F'(4n Lu 2)] : 
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HI, 


14 





je remarque, pour former le quotient , que l'en a: 


2c-F 
8i = Zf(8c + 2)q ^, 
0 
8, =1+2q +29 +... 


Nous avons ainsi une première partie, dont le développement suivant 
les puissances de g est donné immédiatement par la formule: 





En appliquant ensuite l'égalité obtenue dans le paragraphe précédent: 


eter + +...)F(x Hisswure 
(e+ x en ) Se ln 





on trouve: 


9 g2 | . im 
(gg F9 tite) = os 2)E(Jn— 2c)g ° 


u 


I--dq LI 








’ : . nts y 
La somme cherchée A, étant le coefficient de g ?, dans le develop- 
920 


pement que nous venons de former de = 


md 


3 nous sommes amenés à la 





formule: 


* 44 — X f(8e + 2) + 2 £-f(8e + 2) E(Jn — ze), 


ou il faut prendre dans le premier terme: c = 0, I, 2, ..., n, et dans 


_{/n— I 
le*second, €— 9, 1, 2, «33% E( - ) 
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D'une maniere toute semblable, nous parvenons aux développements 


qui suivent: 





SS ERI 1 
2,5; : 4n + I—4c+I\ "tz 
Ae = 2 D oz 2 a > 


n—"O; 1.42: 








6—0, I, 2 Qs 

D o van + 1— 9c + 1 nts 

i= 2 2 18e + 2)E( - ja 
WO, EN Benes a5 


i 
Me: nil | : , 
Cela étant, le coefficient de g * dans le premier, et le coefficient 


n+ — 


second, donnent les expressions des sommes B et C; on 
> 3 


de q dans le s 


trouve ainsi: 





D 4n + ap ee IN 
2B = D fog. 3 p 


\ 





40 — Y f(8c + Ele ig 


en prenant € — O, I, 2, =.., N. 


Nous obtiendrons les mémes quantités sous une autre forme, dans 
laquelle figure uniquement la fonction E(x), au moyen de la série de 


Jacosr dont nous avons déjà parlé: 











9% __ I em gl ais 25 I aes, 
ae Er 44 ge 4,1 r—q" 
et de celle qu'on en tire en changeant q en yq: 
+ q DIET q 4 " D q 
[7 € ya 4 + 4 ETRAS EU up RE. 
NE V eg 4\4 psg oe 
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Multiplions à cet effet, membre à membre, les deux égalités: 


5 I ) 
9,9, — 2 SERE 1) 2 Va" 35 2, 


rd 





D = 2XwW, 


2 


il vient ainsi: 


a—1 
3 iari 
13, —4 2, (— 1)? Ve fast 
LUN 
ar ES o. ML. 
d — 1, 3, 5, 


" 
"2 


j a I — I . 
et en remarquant que TES et Tre sont des entiers: 














a? = 2—9 
&&—a (oi. t ESL 
I— q* 
Nous avons done: 
2 9. = = a+ a"2—2 ee a 
= = 44° on 1) 2 5 ——_. 
(1 — g(t — 4^) 


de sorte que les formules de développement précédemment employées 


nous donnent: 


9. - zm == 
SUSL ESS 9 ar ‘An +2-+- 44 —a* 4n+2—a a 2 
eae | [el =) + a) er 


Aa 





Or le coefficient de q", se réduit à l'expression plus simple: 


(An + 2 — a* — a^ 
il + 2B m ) 





et comme le premier des deux signes E, se rapporte à tous les systèmes 
de valeurs des nombres impairs et positifs, a et a’, qui satisfont à la 
condition: 
4n + 2 + 4a — aa: 
4a 





21, 
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c’est à dire: 
4n -2— a? — a? 70, 


on voit qu'en posant sous cette condition: 








rene 
puis semblalement: 
8& 2X0): (es), 
on obtient la quantité cherchée, sous cette nouvelle forme: 
ASE 28. 
En second lieu, multiplions par 
auge 


en supposant: 


la méme égalité: 


a—1 a 


00, = 2 (1) tss 


On trouvera de cette manicre: 














? 
I — q 
et si l'on désigne par b le nombre pair 2c, nous aurons 


T ES UU 
red (1 — ga — q) 


4a 4a 


\ 


: > MN A ner ag a De an + 1 — a — b^ 
= ul)? [Brent + a "EUR 


Posons donc la condition: 


4n +i—a —b>o, 





Ir : 
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en supposant que a soit impair et positif, b ayant des valeurs paires 
positives, nulles ou négatives, et soit alors: 





a—1 
S—>(— i) 
a—1 x 
+ — An 1 =a7— ba 
D, = m I 2 4a -) 
45 


la quantité B, sera exprimée par la formule: 
2B —S-4 2$. 


En dernier lieu nous trouverons par des considérations toutes semblables: 


en posant: 





a—1 ; 


a SCR 8n 4- 3 — 2a? — a^ 
By a C 1) E( 8a JA 





les deux sommes se rapportant à tous les systèmes de nombres impairs 
et positifs a et a’, satisfaisant à la condition: 


8n + 3 — 2a°— a"? > o. 


Je ferai une application de la premiére des formules obtenues, qui 
servira en méme temps de vérification, en supposant » = 6. On trouve 
alors que la condition posée, à savoir: 


DO O 


est remplie pour les valeurs: 


a= I, a= 6 3, 5 
UE E Vian 
> (mme (d mE 


Le nombre a, étant trois fois égal à un, deux fois égal à 3 et une fois 


égal à 5, nous avons: 
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On. obtient ensuite: 


Ss 1 (=) IL #2) — 24) = 0. 


4 , 12 
La somme A des nombres de classes des déterminants: D = — 2, — 6, 
— 10, — 14, — 18, — 22, — 26, est donc égale a 20; c'est en effet 


ce que donne la table suivante des réduites: 


D = —42, :95363 2) 
= — 6, - "MO, 6)(2, 83) : 
== 19,56 12x 10)(2, 0,45) 
LA. 11,,0, 292, 1027), 47,55) 
— — 18, — (28:6, :28)(35 ©, 6)(2, 0,9) 
=== 28 WW. ©, 2)(2. 0; I) 
=== 26, (45:0; 26)2 (a; 1503; 1, 9)(5; 22008 


J’indiquerai encore en terminant la formule: 


IEEE 


la somme du second membre s'étend à tous les entiers positifs, c et €’ 
satisfaisant à la condition: 


(+ 1)(2e + 26 + 1) Zn +1, 


en convenant de réduire à moitié les termes qui sont donnés quand on 
suppose c’ = 0. La démonstration de ce résultat sera l'objet d'un travail 
qui paraîtra prochainement. 


UBER DIE 
DURCHDRINGUNG GLEICHSEITIGER ROTATIONSHYPERBOLOIDE 


VON PARALLELEN AXEN 


VON 


WILH. FIEDLER 


in ZURICH. 


Einleitung. 


1. Das Anschauungsgebiet, in welchem sich die nachfolgenden Ent- 
wickelungen bewegen, ist durch folgende Betrachtungen einfach zu um- 
schreiben. : 

Wenn zwischen den Radien R und r von zwei Kreisen in derselben 
Ebene, von denen der erste als fest gedacht wird, und ihrer Centraldistanz 


2e eine der Relationen 
(20)! = R? + r?, (ze) 4ER? rS (20)? +7? ' = 'R? 


des Pythagoräischen Satzes besteht, so wird dadurch der Reihe nach aus- 
gesagt, dass die Kreise À und r sich orthogonal durchschneiden, dass der 
Kreis R von r oder endlich der Kreis r von R diametral d. h. in den 
Endpunkten eines seiner Durchmesser geschnitten wird. Und weil die 
beiden letzten Relationen durch Zeichenwechsel von FR? resp. r? aus der 
ersten hervorgehen, so sagen wir, dass der Orthogonalschnitt eines rein 
imaginären Kreises durch den Diametralschnitt seines reellen Stellvertreters 
oder Symmetriekreises ersetzt wird. 
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Betrachtet man die Centraldistanz 2c als unabhängige Veränderliche 
und den Radius r als Function derselben, so erhält man im ersten Falle 
für 2c > RH, im dritten Falle für 2c < R und im zweiten immer zwei 
gleiche und entgegengesetzte reelle Werthe von r; insbesondere den Werth 
Null für (2c)? = R? im ersten und dritten Falle, aber nur für 


(2c)? + R? =o 


also bei reellem Radius für keinen reellen Werth der Centraldistanz im 





zweiten Falle; 2c — o giebt im ersten Falle den rein imaginären Func- 
tionswerth +? = — AR’, im zweiten und dritten r’ = R’, zugleich den 
kleinsten. und resp. grössten reellen Werth der Function. Trägt man von 
den Punkten der durch den Werth von 2c gegebenen zu R concentrischen 
Kreise der Ebene oder Tafel auf ihre zugehórigen Normalen die Werthe 
r ab, die ihnen entsprechen, so erfüllen die Endpunkte in jedem Falle 
eine zur Tafel orthogonal-symmetrische Fläche; eine Rotationsfläche zweiten 
Grades, weil für die Normale im Mittelpunkt von R als Axe der z und 
zwei zu einander rechtwinklige Durchmesser desselben Kreises als Axen 
der x und y wegen (2c)! = x? + y? und »^ = 2” die obigen Relationen 
übergehen in 


m? + WIR + gl, x? + y + BR x? + y, + oL PA 


Von diesen Flächen ist die dritte die Kugel über dem Hauptkreise R 
die erste und zweite haben den gleichseitigen Rotationskegel x?” + y? 


? 
2 








zum gemeinsamen Asymptotenkegel und- werden, als einfaches und zwei- 
faches gleichseitiges Rotationshyperboloid unterschieden. Die erste und dritte 
Fläche berühren einander mit zur Tafel normalen Tangentialebenen in 
allen Punkten des Kreises R, die zweite und dritte mit zur Tafel paral- 
lelen Tangentialebenen in den Punkten r—0, y=o, 2?=R*. Wir 
sagen, dass die Kreise in der Tafel, welche einen festen Kreis R derselben 
orthogonal resp. diametral schneiden, die Bildkreise der Punkte eines ein- 
fachen resp. zweifachen gleichseitigen Rotationshyperboloides sind, für 
welches R der Hauptkreis ist, und nennen diese Gesammtheit das Netz 
von Kreisen mit reellem und resp. imaginärem Orthogonalkreis; während 
die Kreise der Tafel, die von Rıdiametral geschnitten werden, die Bild- 
kreise für die Punkte der Kugel sind, die jenen zum Hauptkreis hat. 
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Die Querschnitte der drei Flächen mit der Ebene y=0, also die 
Hyperbeln mit der Centrale der Kreise oder der Axe x als Hauptaxe 
resp. Nebenaxe und der Kreis 


gd JH. Bu da un gu EUR}, 


sind die Repräsentanten der Biischel von Kreisen mit Grenzpunkten resp. mit 
Grundpunkten, die aus Punkten von x einen gegebenen Kreis 2° + y’— R^ 
orthogonal resp. diametral schneiden oder endlich, die diametral von ihm 
geschnitten werden. 
Endlich sehen wir, dass der Schnitt des einfachen Hyperboloides 
2 


a” + y>— Rk? + 2” mit jeder der Ebenen y— +R durch z' — 2’—o 
oder (x + 2)(r — 


kreistangente y — 


[on 


)— 0 ausgedrückt wird oder aus zwei in der Kehl- 


ro 


R projicierten durch z—0, z—o gehenden unter 45 


+ 


zur Tafel geneigten Geraden besteht, und aus der Rotationssymmetrie der 
Fläche folgt dass dies für jede der den Kehlkreis berührenden Normal- 
ebenen zur Tafel stattfindet, oder dass die Fläche zwei Systeme reeller 
gerader Linien enthält, repräsentiert durch die Büschel sich berührender 
Kreise, die zu dem Kehlkreis in demselben Punkte orthogonal sind; sie 
sollen ihre Mantellinien genannt werden. 

2. Wenn die reellen Kreise R und r in der Tafel sich unter dem 
Winkel o reell schneiden, so hat man für das Quadrat ihrer Central- 
distanz 

(20)? — RE? + r* — 2Rr cos oo; 


wir setzen auf Grund des vorigen fest, dass der Schnitt des rein imagi- 
nären Kreises vom Radius iR resp. ir mit dem Kreise r oder R unter 
dem Winkel vom Cosinuswerth i cose, endlich der Schnitt der rein ima- 
ginären Kreise iR und ir unter dem Winkel o ausgedrückt werde durch 


(2c)? — — R^ + v? + 2l cose, (20) — R* — r* + 2 lr cos e, 
(20)? — — E? — r? + 2Rr cosa 


resp. Man hat damit für die durch solehe Kreissysteme cyklographisch 
abgebildeten Flächen der Reihe nach 


ge? + y= E + 2? — 2Rzcoso, z!-Ly!'— — R* + 2° + 2Rz cosa; 
ge? + y’? — R*® — 2? + 2Rz cosa, a” +y —— R? — 2° + 2Rz cose. 
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Setzt man (z — z,) für 2 und bestimmt z, jeweilen so, dass die erste Potenz 
von z den Coefficienten Null erhält, was für die zweite 2, — — Z coss 


und für die drei andern 2, —Rcosae liefert, so gehen die Gleichungen 


über in 


x’ + y? = R*(1 — cos’o) + 2°, ve + y — — R’ı + cos" a) + 2’, 
ety? + 2° — R’ı + cos’ a), x + y + 2° — R*(cos* a — 1) 


und zeigen damit die Flächen als einfache und zweifache gleichseitige Rota- 
tionshyperboloide und als Kugeln von einfach bestimmten zur Tafel paral- 
lelen Hauptebenen und Radien. Insbesondere ist die erste für alle reellen 
cs ein einfaches und für die nicht reellen mit reellen Cosinuswerthen ein: 
zweifaches Hyperboloid, die letzte nur für cos’s> 1 eine reelle Kugel. 
Damit ist der Schnitt von Kreisen in einer Ebene unter Winkeln von 
vorgeschriebenem Cosinuswerth oder der Winkelschnitt für reelle und für 
rein imaginäre Kreise durch einfache Constructionen bestimmt. Unter 
den speciellen Fällen führt cos¢—o auf die Grundgleichungen in $ 1 
zurück; cosg — +1 macht aus der ersten und der letzten Gleichung 
respective 


ei y= (RE 2) hioder x* 4 y? dura = HR, nec REY 
und 
a” + y? ——(R + 2)’ oder a + y? 4+ 27—0, 2c—i(R +»), 


die Asymptotenkegel der Hyperboloide und der Kugel. Die Speciali- 
sierung für den Schnitt mit der Ebene y — o etc. wiederholen wir nicht; 
bemerken aber dass für den in eine Gerade übergegangenen festen ‘Kreis 
oder À und c als unendlich gross für c als den Abstand der Geraden 
vom Mittelpunkt des Kreises r wegen R— 26—e und R + 2¢— 2h 
aus der Definitionsgleichung des Schnittwinkels durch Einsetzen und nach 
dem Verschwinden von r’ gegen die unendlich grossen Glieder folet 


€ x 
T c0Sc—6€ oder cosg — - — - cote a 
PER 8 
für die Wahl der Axe x als normal zur Geraden R in der Tafel und 
für a als den Neigungswinkel der durch sie und die Punkte (x, 2) oder 
die von den Bildkreisen (e, r) dargestellten Punkte bestimmten bene 


gegen die Tafel. 
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Die Grenzwerthe von cosg liefern die zur Tafel normale Ebene als 
Grenzform des einfachen Hyperboloides mit der Tafel als Hauptebene 
und die 45° Ebene als Grenzform des gleichseitigen Rotationskegels mit 
zur Tafel normaler Axe; mit cossS 1 wird die unter mehr oder weniger 
als 45° zur Tafel geneigte Ebene als Grenzform des einfachen resp. zwei- 
fachen Hyperboloides für unendlich wachsenden Spurkreis in der Tafel 
bezeichnet. Die Tangentialebene im. Punkte z — A, y — 0, 2 — o von 


ety = + R4+ 2? + 2Rzcose 


ist æ + zcoso = + R oder für ihren Neigungswinkel zur Ebene zy ist 
cotga—= cose; d. h. der Schnittwinkel der Bildkreise der Hyperboloid- 
punkte mit dem Spurkreis desselben hat zu seinem Cosinus die Cotangente 
der Tafelneigung des Hyperboloides im Spurkreis. Für das einfache Hy- 
perboloid ist der, Schnitt der vorgenannten Ebene aus zcosg = R— x 
also (KR — x)’tg’s — y^ aus zwei reellen Geraden zusammengesetzt (S 1). 

3. Irgend zwei der betrachteten Flächen für reelle r durchdringen 
sich stets in einem Kegelschnitt im Endlichen, die Kegel und Hyperboloide 
in Folge ihrer besonderen Art und Lage, nach welcher sie den unendlich 
fernen Querschnitt mit einander gemein haben. Dasselbe gilt auch im 
Bereich der rein imaginären r für die Durchdringung von zwei Kugeln 
aus demselben Grunde, Die Flächen aus reellen r durchdringen sich 
dagegen mit denen aus rein imaginären r, weil sich kein fester Theil 
absondert, in doppelt gekriimmten Curven, selbstverständiich den Fall von 
Ebene und Kugel ausgenommen, der stets einen Kreis liefert. Wir haben 
es im Folgenden nicht eigentlich mit diesen Durchdringungen von Kugeln 
und gleichseitigen Rotationshyperboloiden zu thun, weil sie eine zwei- 
fache Interpretation derselben Grössen z einschliessen; aber es ist Grund, 
sie nicht ganz zu übergehen und sie mögen am besten hier als Beispiel 
erörtert werden. Die Orthogonalprojection solcher Querschnitte resp. 
Durchdringungen nach der Richtung der Axen liefert die Theorie der 
Kegelschnitte und gewisser Curven vierter Ordnung aus Kreissystemen, die 
ebenen Querschnitte der Kugel und die Durchdringungen von Kugeln mit 
‚einander führen insbesondere auf eyklographische Eigenschaften der Ellipse. 
Man bildet die Gleichungen dieser Orthogonalprojectionen in allen Fällen 
durch Elimination der x zwischen den Gleichungen der sich Durchdrin- 
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genden Flächen, wie es hier für Kugel und Hyperboloid geschehen soll. 
Wir denken die Axe der z in der Mitte zwischen den Axen der Flächen 
und die der x als Verbindungslinie ihrer Fusspunkte in der Tafel, dann 
den Mittelpunkt der Kugel in der Tafel, so dass mit 2c als dem Abstand 
der Axen und der Hauptkreisprojectionen der Flächen 


(x + © + + a =, (x — €) + y — 13 4+ 2? — 27,2 0080 


ihre Gleichungen sind; die Elimination der z aus denselben giebt all- 
gemein für die Projection der Durchdringung 


gw 
D 


i2(z^ + y* e) — (ri Sp = 4n cos” ofri — (x + c)! — y^. 


Mit coss =o oder dem Kugelmittelpunkt in der Hauptebene des Hy- 
perboloids und mit e — o oder für zusammenfallende Axen der Flächen 


reduciert sich dies auf > . 


9 949 9 9 9 9 9 Léo 9\ 9 9-9 9 
(x? + y^) — (c? + y) hi + 13(1 — eos? a)! + PLE + r$) — ar cos* g) = 6; 


den doppelt zählenden Kreis aus der Mitte der Centrale durch die Schnitt- 
punkte der Hauptkreise, und resp. ein Paar von concentrischen Kreisen, 
die Projeetionen der beiden Flächen gemeinsamen Parallelkreise, für welche 
der Factor von — (rz? + y^) die Summe der Radienquadrate und das ab- 
solute Glied das Product derselben ist; im letzten Falle bemerkt man, 
dass jene Summe mit der Summe der Radienquadrate der Hauptkreise 
übereinstimmt und insbesondere, dass für cose — o beide Kreise der Pro- 
jection in einen einzigen zusammenfallen, dessen Radiusquadrat das arith- 
metische Mittel von denen der gegebenen Kreise ist; J. Steiner hat in 
$ 7 seiner Abhandlung Über einige neue Bestimmungsarten der Curven 
zweiter Ordnung nebst daraus folgenden neuen Eigenschaften derselben Curven 
vom März 1852 (Werke II, S. 462) diese Ergebnisse, zum Theil ohne 
nähere Bestimmung und durchweg ohne Beweis, mitgetheilt. Ich werde 
diese Abhandlung weiterhin abkürzend durch Sr. 1852 unter Angabe 
der p. von Werke II eitieren, denn es wird sich zeigen, dass meine An- 
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'sehauung ihren ganzen Inhalt auf das Einfachste liefert und noch vieles 

hinzu zu fügen gestattet. Jene Curve vierter Ordnung ist nach ihrer 

Entstehung der Ort vom Centrum eines Kreises, welcher von einem festen 

Kreise diametral und von einem andern unter Winkeln von vorgeschrie- 

benem Cosinuswerth geschnitten wird; der doppelt zählende Kreis aus der 

Mitte der Centrale entspricht der Orthogonalitat der letzteren Schnitte; ete. 
Sind beide Flächen Kugeln 


. +’ +Hy + =, (r — e)? + y + 2 = 72 + 27,2 cose, 
so ist die Projection der Durchdringung, die Ellipse 
2 2 2 T = £13 Lo 2 2 
(ri — 1; — 4er)" = 4r$ cos! ofr; — (x + c)! — ^t 


der Ort vom Centrum eines rein imaginären Kreises, der vom Hauptkreis 
der ersten Kugel orthogonal und vom Spurkreis der zweiten unter einem 
Winkel von vorgeschriebenem Cosinuswerth geschnitten wird; ete. In 
allen Fällen einer ebenen Durchdringung von zwei Flächen mit derselben 
Hauptebene, also für zwei Kugeln und für die Combinationen von zwei 
Hyperboloiden mit in der Tafel liegenden Mittelpunkten, entsteht als 
ihre Projection die Potenzlinie der Hauptkreise mit den Gleichungen resp. 
ACT — 1? — mà, ACT = 7; — 7, AC — 11 l5 
für zwei Kugeln wie für zwci einfache Hyperboloide mit denselben Haupt- 
kreisen, für zwei zweifache Hyperboloide und für ein einfaches und ein 
zweifaches Hyperboloid; sie ist desshalb für zwei reelle Kreise innerhalb 
derselben der Ort der Centra der Kreise, die von ihnen diametral und 
ausserhalb der Ort der Centra der Kreise, die von ihnen orthogonal ge- 
schnitten werden; für zwei rein imaginäre Kreise der Ort der Centra von 
Kreisen, welche sie diametral schneiden, ete. Die Formeln enthalten die 
Regeln ihrer Construction. 

4. Da die Projectionen der Durchdringungen von Hyperboloiden im 
Allgemeinen A'egelschnitte sind, so erhalten wir für diese eine Reihe von 
Beziehungen zu Kreissystemen, welche den verschiedenen Erzeugungen als 
Durchdringung entsprechend und von dem allgemeinen Fall zu den spe- 
ciellen Fallen übergebend sich wie folgt aussprechen lassen. Ein Kegel- 
schnitt ist der Ort der Mittelpunkte von reellen Kreisen in der Tafel, 
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welche zwei gegebene feste einzeln oder zusammen reelle oder rein imagi- 
nire Kreise unter Winkeln von resp. vorgeschriebenen Cosinuswerthen 
schneiden; von reellen Kreisen, die von zwei festen Kreisen den einen or- 
thogonal resp. diametral und den andern unter Winkeln von gegebenem 
Cosinuswerth schneiden. Er ist ferner, der Beiziehung der Specialformen 
Kegel und Ebene entsprechend, der Ort der Mittelpunkte von reellen 
Kreisen, die einen festen Kreis berühren resp. durch einen festen Punkt 
gehen und einen zweiten festen Kreis orthogonal, diametral oder unter 
Winkeln von vorgeschriebenem Cosinus schneiden; von Kreisen, welche 
zwei feste Kreise gleichartig resp. ungleichartig berühren; von Kreisen, 
die einen festen Kreis und eine feste Gerade der Tafel unter gegebenen 
Winkeln schneiden; oder die durch einen festen Punkt gehen resp. einen 
festen Kreis berühren und eine Gerade unter gegebenem Winkel schneiden; 
oder die durch einen festen Punkt gehen resp. einen festen Kreis be- 
rühren, einen festen Kreis orthogonal oder diametral durchschneiden 
und zugleich eine feste Gerade der Tafel unter vorgeschriebenem Winkel 
treffen. Dem Falle von zwei Ebenen entspricht endlich als Grenzform 
der Kegelschnittprojection die gerade Linie, der Ort der Mittelpunkte von 
Kreisen, welche zwei feste Gerade, die Spuren jener Æbenen, unter Winkeln 
von gegebenem Cosinuswerth schneiden; und es ist offenbar, dass diese 
Kreise eine lineare Reihe mit dem Schnittpunkt jener Geraden als Durch- 
stosspunkt in der Tafel und als gemeinsamen Ähnlichkeitspunkt ‘der 
Kreise bilden. 

Sowie nun in diesem besonderen Falle durch die Schnittlinie der be- 
trachteten Ebenen unendlich viele andere Ebenen gehen, deren Spuren in 
der Tafel, die Ähnlichkeitsstrahlen der Reihe von Kreisen, sämtlich gleich- 
winklig schneidende jener Kreise für andere Cosinuswerthe sind, so 
gehen auch durch die allgemeine Durchdringung von zwei parallelaxigen 
gleichseitigen Rotationshyperboloiden unendlich viele solche Flächen, eine 
durch jeden Punkt wie dort; alle diese Flächen bilden das Büschel der 
gleichseitigen parallelaxigen Rotationshyperboloide, und sein Querschnitt mit 
irgend einer Ebene ist ein Büschel von Kegelschnitten mit zwei im Un- 
endlichen und zwei im Endlichen gelegenen Grundpunkten, für Ebenen 
normal zur Richtung seiner Axen insbesondere ein Büschel von Kreisen. 
Wir haben eine allgemeine Eigenschaft und einen unterscheidenden Cha- 
racter solcher Büschel hervorzuheben, die Existenz einer geraden Linie als 
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Ort ihrer -Mittelpunkte und die eigentlichen Kegel unter ihren Flächen. 
Was die erste betrifft, so ist bekanntlich der Ort der Mittelpunkte der 
Flächen eines Büschels von Flächen zweiten Grades eine doppelt ge- 
krümmte Curve dritter Ordnung, welche durch die Ecken seines gemein- 
samen Quadrupels harmonischer Pole und Polarebenen hindurchgeht und 
daher durch die Mittelpunkte der zwei nothwendig gegebenen Flächen 
des Büschels bestimmt ist. Aber in unserem Falle zerfallt die Durch- 
dringung in den unendlich fernen gemeinsamen Parallelkreis der Hy per- 
boloide und einen Kegelschnitt im endlichen Raum; in den unendlich 
fernen Punkten, welche beiden gemein sind, haben alle Flächen des 
Büschels dieselben Tangentialebenen, jene sind Ecken des Quadrupels, 
diese die zugehôrigen Polarebenen, und ihre Schnittlinie ist der eigentliche 
Mittelpunktsort der. Flächen des Biischels; diese Mittelpunktsgerade geht 
somit durch den Pol der unendlich fernen Geraden der Ebene des Durch- 
dringungskegelschnittes in Bezug auf den unendlich fernen Parallelkreis 
der Flächen nach dem Mittelpunkte jenes Kegelschnittes und liegt daher 
in der Axenebene der gegebenen Flächen. | Aus dieser Vertheilung der 
Mittelpunkte der Flächen des Büschels folgt, dass jede zur Tafel parallele 
Ebene die Hauptebene für eine seiner Flächen ist, deren Spur in.der 
Tafel derjenige Kreis seines Spurenbüschels ist, der die Projection ihres 
Mittelpunktes zu seinem Mittelpunkte hat. 1 

5. Die zu den erwähnten unendlich fernen Quadrupelecken gehórigen 
doppelt projicierenden Kegel der Durchdringung sind degeneriert in die 
zugehórigen Strahlenbüschel in der unendlich fernen Ebene und der Ebene 
des Durchdringungskegelschnittes; je nachdem die beiden auf der Mittel- 
punktsgeraden im Endliehen liegenden Ecken des Quadrupels reell oder 
imaginär sind, werden auch die beiden eigentlichen Kegel unter den 
Flächen des Büschels reell existiren oder nicht. Wir unterscheiden dar- 
naeh Büschel von parallelaxigen gleichseitigen Hyperboloiden mit reellen 
Kugeln von solchen ohne reelle Kegel. 

Sind die Kegel reell, sé haben sie in der Verbindungsebene der Axen 
je zwei zu diesen unter 45? geneigte Mantellinien, deren endlich entfernte 
Schnittpunkte ausser den Kegelspitzen die beiden Punkte des Durchdrin- 
gungskegelschnittes in der Axenebene und somit seine Scheitel sein 
müssen. Unsere Kegel werden also nur dann nicht reell sein, wenn es 
diese Scheitel des Kegelschnittes in der Axenebene nicht sind, d. b. wenn 


‘ 


340 Wilh. Fiedler, 


derselbe eine Hyperbel ist, deren Nebenaxe in der Axenebene nd in der 
Falllinie ihrer Ebene zur Tafel liegt; und wenn also die Meridiane der 
Flächen in der Axenebene ein Büschel paralleler gleichseitiger Hy Rene 
ohne reelle Grundpunkte im Endlichen bilden. 

Im Falle reeller eigentlicher Kegel sind diese zugleich die Grenz- und 
Übergangsformen zwischen den einfachen und den zweifachen Hyperboloiden 
des Büschels, wie dies die Anschauung des Büschels ihrer Meridiane in 
der Axenebene zeigt. Sind M,, M, die Mittelpunkte der Kegel, so liegen 
entweder die Mittelpunkte der einfachen oder die der zweifachen Hyper- 
boloide in der endlichen Strecke M M, und die der zweifachen resp. ein- 
fachen in den beiden unbegrenzten Strecken dieser Geraden ausserhalb 
M,M,. Weil in dem unendlich fernen Punkte dieser Geraden Mittel- 
punkte der zwei in zusammenfallende Ebenenpaare degenerierten doppelt- 
projicierenden Cylinder des Büschels sich befinden, so verschwindet die 
zweite Gruppe der zweifachen resp. einfachen Hyperboloide, indem sie 
mit diesen ihren Grenzformen durch deren Vereinigung zusammen fällt. 
Wenn also die Ebene des Durchdringungskegelschnittes selbst zu den 
zweifachen Hyperboloiden gehört, d. h. wenn ihre Tafelneigung kleiner 
als 45° und somit der Kegelschnitt eine Lilipse ist, so liegen auf der 
Geraden MM, in der endlichen Strecke zwischen diesen Punkten die 
Mittelpunkte der einfachen Hyperboloide; wenn aber die Ebeye des Kegel- 
schnittes eine Tafelneigung grösser als 45° hat, und somit zu den ein- 
fachen Hyperboloiden zählt, der Kegelschnitt also eine Hyperbel mit der 
Hauptaxe auf der Falllinie in der Axenebene ist, so liegen in der end- 
lichen Strecke M, M, die Mittelpunkte der zweifachen Hyperboloide. 

Wenn die Kegel nicht reell sind, der Durchdringungskegelschnitt 
also eine Hyperbel ist und somit seine Ebene zu den einfachen Hyper- 
boloiden gehört, so besteht das Flächenbüschel aus lauter einfachen Hyper- 
boloiden und man sieht zugleich, dass ein Büschel von lauter zweifachen 
Hyperboloiden mit einem reellen Durchdringungskegelschnitt nicht möglich 
ist. Der Fall des Kreises und der gleichseitigen Hyperbel als Durch- 
dringung schliessen sich dem unmittelbar an. Im Falle der Parabel hat 
die Ebene der Durchdringung die Tafelneigung 45° und ist zugleich 
der eine der beiden eigentlichen Kegel, so dass nur der letzte noch bleibt; 
seine Spitze M zerlegt die durch sie gehende Parallele zur Falllinie der 
Parabelebene als Mittelpunktsort in zwei unbegrenzte Theile, in denen 
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je die Mittelpunkte der einfachen und die der zweifachen Hyperboloide 
des Büschels sich befinden. 

6. Für die in $ 4 übersichtlich dargelegte Theorie der Kegelschnitte 
aus Kreissystemen ergeben sich damit besonders die folgenden Resultate. 
Die Spurkreise der Hyperboloide des Flächenbüschels in der zu den Axen 
normalen Tafel bilden ein Büschel mit der Spur der Kegelschnittebene 
als Potenzlinie und den Schnittpunkten des Kegelschnittes mit der Tafel 
als Grundpunkten sowie der Spur der Axenebene als Centrale; einer 
unter diesen Kreisen hat den Durchstosspunkt der Mittelpunktsgeraden 
des Flächenbüschels in der Tafel zum Mittelpunkt und ist der reelle 
oder rein imaginäre Hauptkreis des entsprechenden einfachen oder zwei- 
fachen Hyperboloids; reell, wenn jener Durchstosspunkt in einer Strecke 
der Mittelpunkte einfacher Hyperboloide- liegt, rein imaginär im andern 
Falle. Enthält das Flächenbüschel zwei reelle Kegel, so theilen die Mittel- 
punkte C,, C, ihrer Spurkreise die Centrale in.drei Theile, auf welche 
sich die Mittelpunkte der Spurkreise der einfachen und der zweifachen 
Hyperboloide nach den vorigen Ermittelungen vertheilen. Die Bildkreise 
der Punkte des Kegelschnittes stehen zu diesen Spurkreisen und speciell 
zur Potenzlinie ihres Büschels in den in $ 4 geschilderten Beziehungen; 
sie berühren die Spuren der Kegel gleichartig resp. ungleichartig; sodass 
(vergl. $ 13-und § 30) die Centra dieser Kreise die Brennpunkte der Ke- 
gelsthnittprojection sind; sie schneiden jeden andern Kreis des Büschels, 
die Potenzlinie eingeschlossen, unter festen Winkeln, einen unter ihnen 
orthogonal resp. diametral, nàmlich den Hauptkreis des Hyperboloids im 
Büschel, welches seinen Mittelpunkt in der Tafel hat; und zwar sind die 
Schnitte der Bildkreise mit den Spurkreisen einfacher Hyperboloide reell 
und mit denen der zweifachen imaginàr, letzteres im Sinne von $2. Für 
die verschiedenen zu den Axen desselben Flächenbüschels normalen Tafel- 
ebenen ist die Projection der Durchdringung immer sich selbst congruent, 
die Radien der Bildkreise ihrer Punkte verändern sich von der einen 
zur anderen um constante Làngen, wie auch die Radien der Kegelspur- 
kreise; für die Kreise des neuen Spurenbüschels der Flüchen haben diese 
neuen Bildkreise wiederum, aber mit jeweilen anderen Cosinuswerthen die 
Qualität von gleichwinklig schneidenden Kreisen. Immer ist der einem 
Spurkreis entsprechende Cosinuswerth der Cotangente des Winkels gleich, 
unter dem das zugehörige Hyperboloid von der Tafel geschnitten wird — 
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in dem besonderen dureh $ 2 begründeten Sinne für die rein imaginären 
Spurkreise, die nur auftreten, wenn das Flächenbüschel reelle eigentliche 
Kegel enthalt. Ist die Durchdringung eine Hyperbel mit der Nebenaxe 
in der Axenebene der Flachen, so gehen für jede Lage der Tafel die 
Kreise des Spurenbüschels durch zwei reelle Punkte und die Schnitte der 
Bildkreise mit ihnen sind ausnahmslos reell, für einen unter ihnen ortho- 
gonal. In den übrigen Fällen trennen die Spurkreise der Kegel im Büschel, 
die von den Bildkreisen berührt werden, die Spurkreise mit reellen von 
denen mit imaginären Schnitten. In der Region oder Schicht der Mittel- 
punkte .der zweifachen Hyperboloide erscheinen dann auch, durch die 
der Berührung der Tafel mit zweifachen Hyperboloiden des Büschels ent- 
sprechenden Nullkreise oder Grenzpunkte von den reellen getrennt, rein 
imaginüre Kreise unter den Spuren. 

Die Spuren in den durch die Scheitel der Durchdringung gehenden 
Tafelebenen sind insbesondere ‘Büschel berührender Kreise; im Falle der 
parabolischen Durchdringung giebt es nur eine solche Lage der Tafel, 
die die Lagen, denen Spurenbüschel mit Grundpunkten entsprechen, von 
denen trennt, welche Spurenbüschel mit Grenzpunkten liefern; in jedem 
Spurenbüschel wird ein Kreis und die Potenzlinie von den Bildkreisen 
der Parabelpunkte berührt, sowie einer orthogonal resp. diametral ge- 
schnitten, und der letzten Alternative entsprechend sind die Schnitte der 
Bildkreise mit den Spurkreisen durchweg reell resp. imaginär. (’) 3 


Allgemeine Eigenschaften der Durchdringung und ihrer Projection. 


7. Weil in jedem unserer Flächenbüschel mit reeller Durchdringung 
unendlich viele einfache Hyperboloide auftreten, aber nicht stets zwei- 
fache Hyperboloide und Kegel, so beginnen wir mit der Untersuchung 
der Durchdringung von zwei einfachen Hyperboloiden. 

Die Projection derselben auf die Normalebenen zu den Axen ist die 
Construction eines Kegelschnittes aus zwei reellen Kreisen die ihn doppelt be- 


(!) Für weitere Ausführungen verweise ich auf meine Cyklographie (Leipzig, Teubner 
1882, 263 p. 8° mit 16 lithogr. Tafeln). 
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rühren; diese Kreise sind die Projectionen der Kehlkreise $,, 8, der sich 
durchdringenden Hyperboloide, weil in allen Punkten des Kehlkreises die 
Tangentialebenen des Hyperboloides normal zur Ebene desselben stehen 
($ 1) und die Tangente des Durchdringungskegelschnittes in jedem seiner 
Durchschnittspunkte P, P’ mit dem Kehlkreis sich zusammenfallend mit 
seiner Tangente in demselben Punkte projieiert. Wir sehen damit sogleich 
auch, dass die reellen doppelt berührenden Kreise sich theilen werden in 
solche, welche reell und solche; welche imaginär doppelt berühren; die 
Projection der Durchschnittslinie zwischen der Kehlkreisebene und der 
Ebene des Durchdringungskegelschnittes ist die zugehörige Sehne s, resp. 
s, der doppelten Berührung und ihr Pol S, resp. S, in Bezug auf die 
Kehlkreisprojection &, resp. 8, projiciert die Schnittpunkte der Paare 
von geraden Mantellinien des bezüglichen Hyperboloids, die von jenen 
Punkten P und P’ ausgehen. Berührt die Sehne s den zugehörigen Kreis, 
so ist der Berührungspunkt einer der in der Centrale liegenden Scheitel 
der Kegelschnittprojection und der Pol S fällt mit ihm zusammen; beide 
Berührungsstellen zwischen Kreis und Kegelschnitt sind zu einer vier- 
punktigen Berührung in diesem Scheitel des letzteren zusammengerückt; offen- 
bar bildet diese vierpunktige Berührung den Ubergang von den reell 
doppelten zu den imaginär doppelten Berührurgen reeller Kreise mit der 
Projection des Kegelschnittes. Wenn die in der Axenebene liegenden 
Scheitel des Durchdringungskegelschnittes nicht reell sind, also nach $ 5 
das Flächenbüschel keine eigentlichen Kegel enthalt, so giebt es solche 
Übergänge nicht, und alle so entstehenden reellen Kreise berühren die 
Kegelschnittprojection reell doppelt. . 

Enthält das Flächenbüschel reelle Kegel, so sind die Projectionen 
ihrer Mittelpunkte oder Spitzen die doppelt berührenden Kreise vom Radius 
Null für die Projection der Durchdringung; nach der Bedeutung der 
Kegelspitzen in der Mittelpunktslinie bilden sie den Übergang von den 
reellen zu den imaginären doppelt berührenden Kreisen aus Punkten 
derselben Axe, welche in diesem Falle immer die Hauptaxe der Kegel- 
schnittprojection ist; sie gehören selbst zu den reellen Kreisen, welche 
imaginär doppelt berühren, und die Sehne dieser Berührung ist die Pro- 
jeetion der Schnittlinie der Kegelschnittebene mit der durch die betref- 
fende Kegelspitze gehenden Normalebene zu den Axen als der Hauptebene 
des Kegels. Wir kommen darauf zurück ($ 30). 
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Auf dem einfachen gleichseitigen Rotationshyperboloid gehen durch 
jeden Punkt P zwei zur Axe wie zu ihren Normalebenen unter 45° ge- 
neigte gerade Mantellinien; sie liegen in der durch ihn gehenden zur Axe 
parallelen Ebenen, welche seinen Kehlkreis berühren und sind daher in 
den Tangenten an die Kehlkreisprojection §, projiciert, welche von der 
Projection von P ausgehen. Die Länge dieser Tangenten von dieser Pro- 
jeetion bis zur Berührungsstelle ist der in der Richtung der Axe gemes- 
senen Entfernung d des Punktes selbst von der Kehlkreisebene gleich 
und verhält sich daher zur Länge der Mantellinien zwischen dem Punkte 
und dem Kehlkreis des Hyperboloids wie 1:\/2. Diese Länge der Mantel- 
linien ist also für alle Punkte eines zur Tafel parallelen Querschnittes oder 
Parallelkreises 3M, dieselbe; und wenn wir zwei Parallelkreise ®,, ®, des 
nämlichen Hyperboloides betrachten, so erkennen wir die Länge seiner 
Mantellinien zwischen denselben als constant, nämlich das \2-fache der in 
der Richtung der Axe gemessenen Distanz d,, jener Ebenen, und die Pro- 
jection jener Längen, die dieser Distanz gleich ist, als die auf den Tan- 
genten der Kehlkreisprojection von den Projectionen jener Parallelkreise 
dS. 3M bestimmte Sehne (Fig. 1); und zwar liegt der Berührungspunkt 
an der Kehlkreisprojection zwischen den Endpunkten der bezüglichen 
Sehnenlänge oder nicht, je nachdem der Kehlkreis selbst innerhalb oder 
ausserhalb der durch jene Parallelkreisebene begrenzten: Schicht des Raumes 
liegt, oder die Distanz d,, ist in jenem Falle die halbe Summe und in 
diesem die halbe Differenz der in den Kreisen ®, und 3j auf Tangenten 
von $t gelegenen Sehnen. Insbesondere ist die Länge einer Kehlkreis- 
tangente bis zur Projection des Parallelkreises ® die Distanz der Ebene 
des letzteren von derjenigen des Kehlkreises. 

Betrachten wir nun den Querschnitt eines solchen Hyperboloids mit 
einer Ebene, die wir durch ihre Spur in seiner Hauptebene und ihren 
Neigungswinkel « gegen diese bestimmt denken, so ist für jeden seiner 
Punkte die Linge der von seiner Projection auf die Hauptebene an den 
Kehlkreis gehenden Tangenten seinem Abstand von dieser Ebene gleich; 
und da tga das Verhältniss der Entfernung irgend eines Punktes der 
Ebene von der Kehlkreisebene zum Abstand seiner Projection von ihrer 
Spur in dieser Ebene ist, so erkennt man für alle Punkte der Projection 
desselben | Querschnittes das Verháltniss der ihnen zukommenden - Kehlkreis- 
tangentenlingen zu ihren Abständen von der Spur als constant; oder die 
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Punkte eines Kegelschnittes haben für einen seiner reellen doppelt be- 
rührenden Kreise Tangentenlängen und von seiner Berührungssehne Ab- 
stände, deren Verhältniss für alle dasselbe ist; insbesondere für die Parabel 
gleich Eins. 

8. Wenn zwei einfache gleichseitige Rotationshyperboloide von pa- 
rallelen Axen, deren Hauptebenen die Distanz d von einander haben, 
einen reellen Kegelschnitt als Durchdringung erzeugen, so ist jeder Punkt 
P desselben der Schnittpunkt von zwei Mantellinien der einen mit zwei 
Mantellinien der andern Fläche, die in der Projection als die 2 Tangen- 


ten aus seiner Projection P’ an die Projectionen der Kehlkreise &,, 8, 
1? 2 


erscheinen, und die Längen /,, ¢, derselben von 7" bis zu den respectiven 
Berührungspunkten sind nach § 7 zugleich die in der Richtung der Axen 
gemessenen Distanzen von P bis zu den Kehlkreisebenen. In Folge 
dessen ist für alle Punkte des Kegelschnittes innerhalb der Schicht zwischen 
den Kehlkreisebenen beider Hyperboloide die Summe und für alle Punkte 
desselben ausserhalb dieser Schicht die Differenz jener Tangentenlängen 
&, f, constant, nämlich der Distanz d der Kehlkreisebenen gleich. Und der 
Ort eines .Punktes, für welchen die Summe oder der Unterschied der 
Längen der von ihm an zwei feste Kreise seiner Ebene gehenden Tangenten 
constant bleibt, ist ein Kegelschnitt, der diese beiden Kreise je doppelt 
berührt und dessen eine Axe in ihre Centrale fallt — der erste Haupt- 
satz in Sr. 1852 (p. 447), mit dessen Entwickelung sich diese Abhandlung 
alsbald ausschliesslich beschäftigt. 

Nach dem Schluss von $ 7 tritt zu ihm der Satz: Für alle doppelt 
jedoch nicht umschliessend berührenden Kreise eines Kegelschnittes aus 
Punkten derselben Axe ist das Verhältniss der Summe oder Differenz der 
Längen der Tangenten, die von einem seiner Punkte an sie gehen, zum 
Abstand von ihren Berührungssehnen eine Constante; für die Parabel 
speciell gleich Eins. 

Wenn der Durchdringungskegelschnitt die Ebenen beider Kehlkreise 
reell durchschneidet, so wird dadurch sein Umfang in drei Theile zerlegt, 
von denen die zwei ausserhalb der Schicht der Kehlkreisebenen gelegenen 
den dritten in derselben einschliessen; in diesem findet die constante 
Summe, in jenen beiden die constante Difterenz statt für die Längen der 
Mantellinien auf der Fläche wie für die der Kreistangenten in der Pro- 
jection. In den bezeichneten Durchgangspunkten selbst sind die Längen 
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der Mantellinien des einen Hyperboloids gleich Null und die des andern 
gleich 42, wie die Tangenten in der Projection von den Berührungs- 
punkten des Kegelschnittes mit dem einen Kreis an den andern gleich 4 
selbst. Geht der Durchdringungskegelschnitt nur durch den einen der 
Kehlkreise reell hindurch, so zerfällt er wie seine Projection dadurch in 
zwei Theile, mit constanter Summe in dem einen der Schicht angehörigen 
und mit constanter Differenz in dem anderen; schneidet er endlich keinen 
von beiden reell, so findet für seinen resp. seiner Projection ganzen Um- 
fang constante Summe resp. Differenz statt, d/2 im Raume, d in der 
Projection. 

In jedem Falle erhàlt man hiernach aus den Projectionen der Kehl- 
kreise 8,, 8, von zwei Hyperboloiden und der Distanz d ihrer Haupt- 
ebenen sofort die Elemente der Doppelberührung mit diesen Kreisen für 
die Projection der Durchdringung. Trägt man auf eine Tangente des 
Kreises §, und auf eine Tangente des Kreises &, vom Berührungspunkte 
weg die Linge d ab, so ist der zu $, resp. À, concentrische Kreis 8, 
resp. >, durch den jeweilen erhaltenen Endpunkt die Projection des 
Parallelkreises des ersten resp. des zweiten Hyperboloides, welcher mit 
dem Kehlkreis des jeweilen anderen in derselben Ebene liegt. Im Fall 
reeller Schnitte sind daher die gemeinsamen Punkte von 8, &,, und die 
von Sb, 8,, die Berührpunkte, und die zugehörigen Tangenten von &, 
resp. &, die Tangenten der Projection mit diesen Kreisen. Nach der 
stereometrischen Bedeutung dieser Kreise erhält man aber auch im Falle 
nicht reellen Schnittes in den Potenzlinien von &,, &,, und von R, y 
die Sehnen s,, s, und in ihren Polen S,, S, im 8, 8, resp. die Pole 
der bezüglichen Doppelberührungen. (Vergl. Sr. 1852; p. 452.) Wir 
wollen anmerken, dass man die Elemente der Berührung mit den Grund- 
kreisen für die Curven vierter Ordnung des $ 3 in ahnlicher Weise be- 
stimmen kann. 

9. Diese Construction erlaubt uns auch, die beiden Kegelschnitte in 
der Tafel zu bestimmen, welche einen festen Punkt P enthalten und zwei 
gegebene ihn nicht umschliessende reelle Kreise §,, 8, doppelt berühren, 
/ieht man nämlich von P die Tangenten von den Längen ¢, und /, an 
diese Kreise, so giebt (4 + ¢,) die Distanz d, der Kehlkreisebenen für ein 
Paar von Hyperboloiden, deren Durchdringungsprojection €; jene Bedin- 
sungen so erfüllt, dass der Punkt P das Bild eines Punktes derselben 
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zwischen den Kehlkreisebenen ist und f, — £, (für 4, > £,) die Distanz d, 
für die Hauptebenen von zwei Hyperboloiden gleicher Bedeutung, für die 
das Original von P ausserhalb jener Schicht liegt. Nach der vorher 
entwickelten Regel erhält man die Elemente der Doppelberührungen für 
beide Kegelschnitte £, und &,. Man construiert auch nach den Regeln 
der darstellenden Geometrie die Tangenten /,; und ¢, der beiden Kegel- 
schnitte in P als Projectionen der bezüglichen Tangenten der Durch- 
dringungen mit den Distanzen d, und d,; man hat nur die Tafelspuren 
der Tangentialebenen beider Hyperboloide in dem in P projicierten Punkte 
der Durchdringung zu bestimmen und ihren Schnittpunkt, den Durchstoss- 
punkt.der Tangente der Durchdringung, mit P zu verbinden. Zur Aus- 
führung (Fig. 2) denkt man etwa die Ebene des Kehlkreises ft, als Tafel- 
ebene und erhält die Spur der Tangentialebene des ersten Hyperboloides 
als die Berührungssehne der von P an ft, gehenden Tangenten, der Pro- 
jectionen seiner Mantellinien durch den Punkt der Durchdringung in 
beiden Fallen; die-Spur der Tangentialebene des zweiten Hyperboloids 
im Original von P ist der Polare von P in &, parallel und geht durch 
die Durchstosspunkte der in ihnen projicierten Mantellinien durch jenen 
mit der Tafel, die man erhalt, indem man die Tangenten mit dem von 
P aus mit der Lange ¢, beschriebenen Kreise schneidet. In Folge dessen 
fallen sie und die Tangenten nur für P auf der einen Kreisperipherie 
und für P als eine Richtung zusammen; im ersten Falle ist die Tangente 
ohnediess bestimmt, im andern ist sie rechtwinklig auf der Richtung von 
P. (Vergl: $.17) Man bemerke noch den Specialfall, wo 8, und &, 
Kreise vom Radius Null sind. 

Durch drei Punkte P,, P,, P, und einen ‘doppelt berührenden Kreis 
& werden vier Kegelschnitte bestimmt, die wir als ebene Querschnitte des 
Hyperboloides mit dem Kehlkreis & sofort construieren können. Die Punkte 
P, sind die Orthogonalprojectionen von drei Punktpaaren in dieser Fläche, 
welche, zu dreien von den Projectionen P,, P,, P, mit einander combiniert, 
vier zur Tafel symmetrische Ebenenpaare bestimmen. Weil jene Punkte 
der Flàché cyklographisch durch die um P,, P,, P, beschriebenen zu 
X orthogonalen Kreise &,, &,, À, dargestellt werden (Fig. 3), so sind 
die vier Verbindungslinien s, ihrer Ähnlichkeitspunkte zu dreien die 
Spuren jener Ebenen und daher auch die Sehnen der Doppelberührung 
der vier Kegelschnitte mit dem Kreise &. Wir erhalten überdiess ihre 
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Tangenten in den Punkten P, da ihre Durchstosspunkte in der Ebene 
von & die Schnittpunkte ihrer Polaren P, im Kreise & mit den vier Ahn- 
lichkeitsaxen der Kreise ®, sind. Auch die Specialfälle der Construction, 
wo P, auf dem Kreise & liegt, &, sich auf diesen Punkt reduciert und 
nur zwei Ahnlichkeitsaxen und Kegelschnitte erhalten werden und wo P, 
und P, dem Kreise & angehören und als einzige Ahnlichkeitsaxe der 
Kreise &,, 8, M, die Gerade P,P, erhalten wird, sind bemerkenswerth. 

10. Die Mantellinien g,, /, des ersten und die g,, /, des zweiten 
Hyperboloids in einem Punkte P der Durchdringung bestimmen mit 
einander ausser den Tangentialebenen g,/, und g,/,, die sich in der Tan- 
gente ¢ der Durchdringung schneiden, noch vier Ebenen g,L, g,l, 9,9, 
ll, deren jede eine Mantellinie des einen mit einer Mantellinie des andern 
Hyperboloids verbindet und somit beide Hyperboloide berührt. Lässt 
man P die ganze Durchdringung durchlaufen, so erhält man durch diese 
Construction. die Gesammtheit der gemeinsamen Tangentialebenen beider 
Flichen; auch liefert jede der gemeinsamen Tangentialebenen beider Flächen, 
weil sie dieselben in zwei Paaren von Mantellinien g,/, und g,/, schneidet, 
vier Punkte der Durchdringung derselben 9,L, g,l,. 9,9,, l,l,, von denen 
zwei zum endlichen Theil der Durchdringung d. h. zum Kegelschnitt ge- 
hóren, indess die beiden anderen auf dem unendlich fernen gemeinsamen 
Querschnitt der Flächen liegen, weil jene vier Geraden als 45? Linien 
auf einerlei Ebene in Paaren parallel sein müssen. Man sagt, die ge- 
meinsame Curve und die gemeinsame Developpable beider Flächen, liegen 
perspectivisch zu einander. Im Allgemeinen gehen durch jeden Punkt des 
Raumes vier gemeinsame Tangentialebenen beiden Flächen oder die ge- 
meinsame Developpable derselben ist vierter Classe, wie die gemeinsame 
Curve vierter Ordnung. Wir betrachten diejenigen, welche die Axenrich- 
tung der Flächen enthalten oder zur Tafel normal sind, ihre Berührungs- 
punkte mit den Flächen also in den Kehlkreisen derselben haben und in 
den vier gemeinsamen Tangenten der Kehlkreisprojectionen &,, 8, pro- 
jiciert sind. In einer dieser gemeinsamen Tangenten ¢ sind die zwei 
Paare der in der zugehörigen Ebene enthaltenen Mantellinien g,, g,, 1; J, 
der Flächen projiciert und sie bilden in jener ein Rechteck aus 45° Linien, 
die in Paaren durch die Berührungspunkte P,, P, an den resp. Kehl- 
kreisen gehen, welches wir durch Umlegung in die Ebene des Kehlkreises 
8, zur Anschauung.bringen. Die Mantellinien g,, /, der ersten Fläche sind 
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dann die zur Tangente ¢ in 7, unter 45° geneigten Geraden und die 
Mantellinien g,, /, der zweiten ihre Parallelen durch einen in der Nor- 
male zu ¢ in T, um die Distanz d der Kehlkreisebenen von T, entfernten 
Punkt 7? (Fig. 4); die Richtungen der g und der 7 sind die in dieser 
Ebene liegenden Punkte des gemeinsamen unendlich fernen Querschnittes 
der Flächen, die beiden Schnittpunkte P,, von g,/, und P,, von g,l die 
zugehörigen Punkte des Durchdringungskegelschnittes und die von ihnen 
zur Tangente ¢ gefällten Perpendikel liefern ihre Projectionen P,, P, in 
dieser. ‚Zieht man durch 77 die Parallele zur Tangente ¢, so wird diese 
von den Senkrechten P,,P, und von den zu /,, J, parallelen Geraden 
dureh P, in.demselben Punkte P? geschnitten und man hat 


gp pes pp 


d. h. die Projection der Durchdringungscurve bestimmt in jeder der gemein- 
samen Tangenten eine Sehne P,P,, welche der zugehörigen Distanz d der 
Kehlkreisebenen gleich ist. 

Markieren wir ferner in der Centrale C,C, der Kehlkreisprejectionen 
die Mitte M, so geht die von dort zur Tangente gefällte Senkrechte 
sowohl durch die Mitte von P,P, als durch die der Geraden P,,P,,, 
der-Spur der Ebene des Durchdringungskegelschnittes in der gemeinsamen 
Tangentialebene; in Folge des ersteren ist auch MP, = MP, und zudem 
ist die Mitte von P,P, zugleich die Mitte, von 7,7,, d. h. der Schnitt- 
punkt der Tangente mit der Potenzlinie p der Kehlkreisprojectionen. Oder 
Jene vier der Distanz d gleichen Sehnen des Kegelschnittes auf den gemein- 
samen Tangenten der Kehlkreisprojectionen haben ihre Mitten in der Potenz- 
linie der letzteren und ihre vier Endpunkte für die äusseren und resp. die 
inneren gemeinsamen Tangenten je auf einem Kreis 8, der die Mitte M der 
Centrale C,C, zum Mittelpunkt hat; die Perpendikel, die man auf ihnen 
in ihren Schnittpunkten mit der Potenzlinie errichtet, gehen durch die 
Mitte der Centrale; die vier Berührungspunkte der äusseren gemeinsamen 
Tangenten und wieder die der inneren mit §,, À, liegen auf zwei Kreisen 
um denselben Punkt M. 

Jenes liefert bequeme Mittel zur Construction unseres Kegelschnittes, 
die man bei Sr. 1852; p. 455 f auch findet. Ihre Umkehrung giebt den 
Satz: Jeder Kegelschnitt, welcher zwei feste reelle Kreise nach parallelen 
Sehnen doppelt berührt, ist die Projection der Durchdringung von zwei 
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gleichseitigen einfachen Rotationshyperboloiden mit jenen als Kehlkreis- 
projectionen und der gleichen Länge seiner Sehnen in ihren gemeinsamen 
Tangenten als Distanz ihrer Kehlkreisebenen. Der Kegelschnitt kann 
also die gemeinsamen Tangenten nur berühren für d — o und in der 
Potenzlinie der Kreise: Die doppelt gezählte Potenzlinie ist der Kegel- 
schnitt, die Projection der Durchdringung ($ 3). Da ferner die äusseren 
sowohl wie die inneren gemeinsamen Tangenten ¢,, ¢; der Kreise &,, À, 
je einen solchen Kegelschnitt bilden, so erhalten wir den Satz: Die Länge 
der äusseren gemeinsamen Tangenten zwischen ihren Berührungspunkten 
ist zugleich die Länge der inneren gemeinsamen Tangenten zwischen 
den äusseren; und die Länge der inneren gemeinsamen Tangenten zwischen 
den Berührungspunkten ist die der äusseren zwischen den inneren. (Sr. 
1852; p. 450.) Diese Längen sind die Distanzen der Kehlkreisebenen 
der Hyperboloide, deren Durchdringungen in Linienpaare zerfallen oder 
die sich in einem Punkte der Axenebene berühren; die Paare der ge- 
meinsamen Tangenten sind die Projectionen dieser Durchdringungen und 
die Ähnkchkeitspunkte E und / die der Berührungspunkte. 

11.. Wir erhalten leicht die Bestätigung und einige Erweiterungen 
des Vorigen in der früher eingeführten analytischen Ausdrucksform. 
Weil man für einen in rechtwinkligen Cartesischen Coordinaten in der 
Form 

Ge Er pti à 


gegebenen Kreis das Quadrat der Längen der vom Punkte (X, Y) an 
ihn gehenden Tangenten durch die Substitution von X, Y für x, y resp. 
in die linke Seite erhält, so ist mit X, und X, als Symbolen für 
(X +c)? + F—r und (X— 6) + PE r, resp. die Gleichung der 


Durchdringungsprojection der Hyperboloide 
+c)? +y?—2*—r=09, (r—e)-c-Fy-—G-T-dy—mn-o 


VK, + VK, =d oder (RK, +K,— 4) = 4K,K, 


\ 
d. 1i. auch 
d' — 2d°(K, + Kj) + (K, — K,) = o. 
Wegen 


K, — K, = 4ez + — 1% 


Uber die Durchdringung gleichseitiger Rotationshyperboloide yon parallelen Axen. 351 


und 
Kid c oum Wet) (ru du) 


wird dies 





4v) (4c? — d?) — 4d^y* — Sea (ri — 02) + (ri —03)? — 2d 


die auch durch Elimination von z zwischen den Gleichungen der Hyper- 
boloide entstehende Gleichung; mit d = ey2 drückt sie eine gleichseitige 
Hyperbel aus, für d = 2cy2. eine specielle Ellipse, der wir weiterhin auch 
begegnen. Verbindet man nun die Gleichungen für zwei Distanzen d, d, 
in der Symbolform durch Subtraction, so erhält man nach Division mit 
(d” — di) die Gleichung 


d? + dj — 2(K, + K,) =o 

oder 

2 2 2 2 2 2 2]. 

ety Nee + 73) — 40 + d + dij; 
d. h. die gemeinsamen Punkte von zwei Kegelschnitten welche dieselben festen 
Kreise je doppelt berühren, liegen immer auf einem um die Mitte der Cen- 
trale dieser Kreise beschriebenen Kreis. (ST. 1852; p. 455.) Und durch 
die vier Schnittpunkte eines solchen Kreises mit einem doppelt berührenden 
Kegelschnitt geht stets noch ein zweiter Kegelschnitt, der dieselben Kreise 
doppelt berührt. Insbesondere folgt für 


A 
re) 
Id 


$— 4€ — (ry Fr) und di = i = 4€ — (r, — 1)" 


die Gleichung des Kreises 
gr yes. 


oder die Schnittpunkte der äusséren mit den inneren gemeinsamen Tan- 
genten liegen auf dem über der Centrale als Durchmesser beschriebenen 
Kreis. (Sr. 1852; p. 450.) Für d=t, und resp. dj = ¢ erhalten wir 
als Radienquadrate der beiden Kreise, in welchen der der Distanz d ent- 
sprechende Kegelschnitt die äusseren und die inneren gemeinsamen Tan- 
genten schneidet, die Werthe mit constanter dem geometrischen Mittel der 


Radien gleicher Differenz 


Ir + 7,)? + d°} und 
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die daher nur gleich werden, wenn einer der Radien den Werth Null 
hat, womit in der That die beiden Paare gemeinsamer Tangenten sich 
vereinigen. 

12. Wenden wir unsere elementaren Formeln auch auf die Be- 
stimmung der Berührungselemente in § 8 an, so erhalten wir weitere 


Ergebnisse. Die dort benutzten Kreise $,, &,, und &,, &, haben die 
Gleichungen 


(r--e --y-—n-—o BY’ RN) =0; 
(r — e) + y — 7 — 0, (te? + y — (ri + d?) — 0 
und liefern als Sehnen der Doppelberührungen ihre Potenzlinien 
. 4er = 0 — 13 — d’, ACT = 13 — 15 + d’; 


d. h. dieselben sind äquidistant von der durch ger = rj — 7; dargestellten 
Potenzlinie der Kreise R, À, welche auch die von &j,, Ss, ist. 

Die Berührungspunkte selbst oder die Schnitte von §,, &,, und von 
$,, Ra liegen in dem aus der Mitte der Centrale beschriebenen Kreise 
8, dessen Gleichung die Summe der Gleichungen von jenen ist und der 


somit das Radiusquadrat -(n +72 + d’)— ce” hat. Es wird für d = 6 


resp. d? = £f zu c? + r,r, und c — r,r, und man sieht, dass die Summe 
und Differenz der Radienquadrate der Kreise durch die vier Berührungs- 
punkte der äusseren und die vier der inneren gemeinsamen Tangenten 
zweier Kreise gleich der Hälfte vom Quadrat ihrer Centraldistanz und 
resp. gleich dem doppelten Product ihrer Radien ist. 

Jeder Kreis &, welcher um die Mitte der Centrale beschrieben wird, 
schneidet die Kreise &, und À, in je zwei Punkten, welche Berührungs- 
punkte desselben sie doppelt berührenden Kegelschnittes sind. (Sr. 1852; 
p. 454.) Ist R sein Radius, so erhält man die zugehörige Distanz d aus 
der Relation d? = 2(R’ — c^) — (ri 4- 1?) und man construiert sie, indem 
man den mit &, concentrischen Kreis §t,, beschreibt, der mit & und &, 


dieselben Schnittpunkte — die Berührungspunkte — oder dieselbe Potenz- 
linie — Berührungssehne — hat, als die halbe ft, berührende Sehne des- 


selben; ete 
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Die Sehnen der doppelten Berührung an , und &, haben nach 
ihren Ausdrücken die gleichen Abstände d’:4c von der Potenzlinie der 
Kreise und somit den Abstand d?:2¢ von einander; da nun die eine der- 
selben in der um die Distanz d höher gelegenen Kehlkreisebene des 
zweiten Hyperboloids liegt, so ist d:2c die trigonometrische Tangente des 
Winkels, den die Ebene des Durchdringungskegelschnittes mit den Axen 
der Hyperboloide einschliesst, oder diese ist ein constantes Vielfaches der 
Distanz. Die Subtraction der Gleichungen der sich durchdringenden Hy- 
perboloide 


(zo) y —2-r5 und (x—o*4-y'—(--d4!—5 


führt mit 


202 + dz = 


als Gleichung der Durchdringungsebene zu demselben Resultat; mit Ver- 
legung des Anfangspunktes der Coordinaten in die Potenzlinie wird diese 
Gleichung zu 





E as 
2er + dg = —- d*. 


Aus jener Proportionalität folgt aber, dass die Spur der Ebene der 
Durchdringung in der Axenebene der Flächen eine Parabel umhällt, welche 
in der Umlegung der Axenebenen um die Centrale C,C, in die Tafel 
dadurch definiert ist, dass die Centrale ihre Axe und die Potenzlinie p 
von $5, À, ihre Scheiteltangente ist, indess ihre Directrix und ihr Brenn- 
punkt im Abstand c von der Potenzlinie resp. auf der Seite des in der 
Tafel und des im Abstand d von ihr entfernten Kehlkreises liegen; denn 
für d — 2c erhält man die Parabel als Durchdringung, weil dann der 
Mittelpunkt der zweiten Fläche im Asymptotenkegel der ersten liegt mit 
einerlei Tangentialebenen für beide Kegel längs der verbindenden Mantel- 
linie, oder auch gemäss der Gleichung der Durchdringungsprojection in 
$ 11, in welcher dann das Glied mit z? verschwindet. Für jede Distanz 
d ist die zweite. Tangente dieser Parabel aus dem Punkte der Scheitel- 


tangente im Abstande -d vom Scheitel die Spur der Durchdringungs- 


ebene' in der Axenebene; ihr Berührungspunkt mit der Parabel liegt in 
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der Potenzlinie p, von 8, mit $,, und die beiden symmetrischen Tan- 
: rM 

genten der Parabel aus den Punkten in +-d liefern nach der orthogo- 


nalen Symmetrie der bezüglichen Hyperboloide $8, und $%, als Spuren 
der Durchdringungsebene genommen, einerlei Durchdringungsprojection. 
13. Wir denken nun zu der Parabel des Vorigen die Meridianhyperbel 
des Hyperboloides &, in der Axenebene hinzu, also die gleichseitige Hy- 
perbel, welche die in der Centrale liegenden Punkte A,, B, des Kreises 
&, zu Scheiteln hat. Eine Tangente der Parabel schneidet dieselbe im 
Allgemeinen in zwei Punkten A, B, welche so lange sie reell sind die 
Hauptaxenscheitel des Durchdringungskegelschnittes bilden ($ 5); die von 
ihnen auf die Centrale der Kreise gefällten Perpendikel markieren in 
dieser die Scheitel der Projection; wenn jene imaginär sind, so ist die Pro- 
jection eine Hyperbel, deren Nebenaxe in der Centrale liest. Zieht man 
durch jene Schnittpunkte A, B die zu den Axen unter 45° geneigten 
(Geraden, so schneiden sich diese als in der Axenebene liegende Mantel- 
linien der durch die Durchdringung gehenden gleichseitigen Rotationskegel 
in zwei Punkten M,, M, im Endlichen, die die Mittelpunkte dieser Kegel 
sind; auch ist der Schnittpunkt der Geraden AB und M,M, der Mittel- 
punkt des Kegelschnittes und das von ihm zur Centrale gefällte Perpen- 
dikel liefert in dieser den Mittelpunkt der Projection. Ebenso erhält man 
in den Fusspunkten der von M, und M, zur Centrale erfällten Perpen- 
dikel die Brennpunkte der Projection; denn das allgemeine Gesetz der 
constanten Summe oder Differenz der Tangentenlängen zweier doppelt be- 
rührenden Kreise aus allen Punkten des Kegelschnittes geht in das von 
der constanten Summe oder Differenz der Abstände von jenen Fuss- 
punkten über und gilt resp. für den ganzen Umfang der elliptischen 
oder hyperbolischen Durchdringungsprojection, weil die Doppelberührun- 
gen mit Kreisen vom Radius Null nothwendig imaginär sind; diese Con- 
stante, die Distanz d der Kehlkreisebenen, ist der in der Richtung der 
Axen gemessene Abstand der Kegelspitzen M,, M, und daher zugleich: 
der in der Richtung ihrer Normalen gemessene Abstand der Scheitel 
A, DB, d. h. die Hauptaxe der Durchdringungsprojection. (Vergl. $ 9.) 
Auch das Verhältniss der Entfernung eines Punktes von einem Nullkreise 
oder Brennpunkt zu seinem Abstand von der zugehörigen Berührungs- 
sehne oder Directrix d. h. die numerische Excentricität ist constant, näm- 
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lich der Tangente der Winkels 4 der Durchdringungsebene zur Tafel 
gleich, in SSeS damit, dass den Fallen aS45° Ellipsen, die 
Parabel und Hyperbeln resp. entsprechen. (*) 

Fallen die Scheitel A, B zusammen oder berührt die Spur der 
Durchdringungsebene die Meridianhyperbel von 8, in der Axenebene, so 
vereinigen sich auch die Kegelspitzen M,, M, mit ihnen, die Schicht hat 
die Höhe Null, die Durchdringung wie ihre Projection bestehen aus zwei 
zur Axenebene symmetrischen Geraden; jene aus den gemeinsamen Mantel- 
linien der beiden Hyperboloide durch den Punkt AB, diese aus dem ent- 
sprechenden Paar der gemeinsamen Tangenten der Kreise 8,, &,, wie 
wir aus § 11 schon wissen. Wenn aber die Tangente der Parabel die 
Meridianhyperbel nicht reell trifft, wozu die Berührung zwischen beiden 
den Übergang bilden wird, so hat das Flächenbüschel der bezüglichen 
Hyperboloide keine reellen Kegel und die Brennpunkte der Projection 
des Durchdringungskegelschnittes liegen nicht in der Centrale, sondern 
in einer Normale zu ihr als ihrer Hauptaxe. 

Für die Bestimmung der Brennpunkte und Hauptaxenscheitel der Durch- 
dringungsprojection bieten aber auch die Elemente ihrer Doppelberührung 
mit den Kreisen in der Tafel &,, À, die ausreichenden Mittel, und nach 
der nicht projeetivischen Natur der Brennpunkte ist zu erwarten, dass 
nur diese in allen Fällen zum Ziele führen werden. Sind s,, s, die aus 
der bekannten Distanz d nach $ 8 ermittelten Sehnen der Nospelberuk: 
rung mit 8, und &, respective und S,, S, die zugehörigen Pole der 
selben, so bestimmen die beiden Paare C,, S, und C,, S, die Brennpunkts- 
involution des Kegelschnittes, d. h. eine Involution, deren Doppelpunkte 
die Brennpunkte sind, während ihr Mittelpunkt auch der Mittelpunkt des 
Kegelschnittes ist. Zugleich liefern die Doppelpunkte der zweiten Involu- 
5 S, die Schnittpunkte der Centrale mit 
entsprechen, die in der Centrale liegenden 


tion, in welcher den Punkten S 
den Berührungssehnen s,, s, 
Scheitel des Kegelschnittes. Die Doppelpunkte beider Involutionen sind 
gleichzeitig reell und resp. imaginär. Weil aber die reellen Brennpunkte 
des Kegelschnittes die Scheitelpunkte rechtwinkliger Polarinvolutionen in 
Bezug auf ihn sind, so erhält man sie dann, wenn jene Paare sich trennen, 
als die reellen. Grundpunkte des Büschels von Kreisen, welches über den 


(*) Für weitere Ausführung vergl. meine Cyklographie, Abschnitt IV. 
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Segmenten C,S,, C,S, der Involution als Durchmessern gebildet wird; die 
Potenzlinie dieses Büschels ist die Hauptaxe des Kegelschnittes und in 
derselben erhält man dann auch die Scheitel.wieder durch einen Punkt 
und die zugehörige Tangente des Kegelschnittes. Im andern Falle sind 
die Brennpunkte die Grenzpunkte oder Nullkreise desselben Büschels und 
seine Potenzlinie ist die Nebenaxe des Kegelschnittes. (Fig. 5.) 

14. Diese Construction bequemt sich leicht unserer elementaren 
Rechnung an und wird durch dieselbe dadurch näher bestimmt, dass zu 
dem Büschel dieser Kreise stets auch der Ähnlichkeitskreis &, von 8; und 
8, gehört, so dass die reellen Brennpunkte, wenn sie in der Centrale 
liegen, mit den Ähnlichkeitspunkten 7 und E eine harmonische Gruppe 
bilden und wenn die Centrale die Nebenaxe ist, auf dem Ähnlichkeits- 
kreis &, liegen. Denn für die gegebenen Kreise &,, &, resp. als 


(zr + © + y —r = 0, (v — c) +y—r = 0 


sind die über den Durchmessern C,S, und C,S, beschriebenen oder den 
von jenen resp. mit dem Kreis x? + j^ — A? — o um die Mitte der Cen- 
trale bestimmten Büscheln angehörigen Kreise durch C, resp. C, aus- 
gedrückt durch 


(x? + y? — E? + ri) + 2ex(£ — R7) + c*(c? — R’— n) = o, 

(a? + y?)(e? — R* + 73) — 2cx(e — R^) + ce” — R’— 1») = 0 
resp. so dass ihre Potenzlinie und damit der Mitfelpunkt des Kegelschnittes 
durch die Abscisse 


ern) 


m 2(c* — R^) + vi + 73 





bestimmt ist. Dabei ist die Gleichung des Ahnlichkeitskreises, weil sein 


: : : "1 : r+ rs 
Mittelpunkt als Mitte zwischen J und Æ die Abscisse cht" hat und 
dcm 
ER) gm 
sein Radius ——= ‘ist; 
mas 
: n 
r*-poy! — 20x%-— + c = 0, 
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und man sieht, dass seine Potenzlinie mit jedem der beiden ersten Kreise 
dieselbe ist, wie die oben bestimmte dieser Kreise selbst. 


9 


2 


Die Gleichung derselben zeigt, dass sie für c — o und für? —r 
immer mit der Senkrechten in der Mitte der Centrale zusammenfällt; 
wie denn die räumliche Anschauung sofort zeigt, dass die bezüglichen 
Durchdringungsprojeetionen concentrisch sind; in dieselbe Linie fällt für 


x? =»? auch der Ähnlichkeitskreis (8 2 während er für e = o auf den 
1 2 § 29), 





gemeinsamen Mittelpunkt reduciert ist. Unsere Anschauung führt aber 
zur Umgestaltung des Nenners durch Einführung der Distanz d an Stelle 
des Radius R; wegen 24 = rj +r3 + d’— 2c? ($ 12) wird die Mittel- 
punktsabscisse 

cr 


Ps 4c? dicm d? 


und gewährt eine Bestätigung durch ihren unendlich grossen Werth für 
d — 2c, dem Mittelpunkt der Parabel entsprechend, die dann entsteht; wir 
bemerken auch, dass sie für d> 2c stets negativ und für unendlich 
"grosses d Null wird. - Natürlich erhält man für d — o die Abscisse der 
Potenzlinie wieder, und für d^ = € resp. d? = # die Abscissen der beiden 


Ähnlichkeitspunkte 7 und E von &, und &,, nämlich resp. 


T, — T, T. +r, 
: 2 und c2——3. 


E — 
A ae Un = 


Nach dem hier entwickelten Zusammenhange erhält man nun tmmer 
die Brennpunkte aus dem Mittelpunkt mittelst des Ähnlichkeitskreises. | Be- 
schreibt man um jenen den Kreis, welcher den Ähnlichkeitskreis ortho- 
gonal durchschneidet, so trifft dieser die Centrale in den zugehörigen 
Brennpunkten und sein Radius.ist die lineare Ercentricität des Kegel- 
schnittes. Es ist die Construction des gemeinsamen Paares von zwei In- 
volutionen, nàmlich des zu einem gegebenen Punkte symmetrischen Paares 
in einer durch ihre Doppelpunkte gegebenen Involution. Liegt der Mittel- 
punkt aber in der endlichen Strecke zwischen den Ähnlichkeitspunkten, 
so wird jener Orthogonalkreis rein imaginàr und sein reeller Vertreter ist 
der vom Ähnlichkeitskreis diametral geschnittene Kreis, den man um ihn 
mit der kleinsten halben Sehne des Ähnlichkeitskreises beschreiben kann; 
die Schnittpunkte beider sind nun die reellen Brennpunkte des Kegel- 
schnittes, Für die Parabel und den Mittelpunkt im Unendlichen wird der 


oo 
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E 
JB 


oo 


Mittelpunkt des Ähnlichkeitskreises zu dem im Endlichen gelegenen Brenn- 
punkt; für diesen als Mittelpunkt des Kegelschnittes werden die End- 
punkte des zur Centrale normalen Durchmessers des Ähnlichkeitskreises 
die Brennpunkte des Kegelschnittes, der unter jenen die grösste lineare 
Excentricität hat. und für den das Distanzquadrat 


es 
qu Cae) 


2 
E ec alu 
"m i 


ist. Man bestimmt offenbar auch immer aus einem Brennpunkt den anderen: 
als den andern Endpunkt der durch ihn gehenden zur Centrale normalen 
Sehne im Ähnlichkeitskreis, wenn er in diesem liegt, und als den ihm 
conjugiert harmonischen in Bezug auf die Ähnlichkeitspunkte, wenn in 
der Centrale. In jedem Falle ist das Product der Abstände der Brenn- 
punkte eines  Kegelschnittes vom Mittelpunkt des Ähnlichkeitskreises constant, 
nämlich dem (uadrate seines Radius gleich. (Sv. 1852; p. 453.) Neue 
Hülfsmittel für die Bestimmung der Halbaxenlängen im Anschluss an 
das Vorige begegnen noch weiterhin. 

15. Aber der Almlichkeitskreis hat zu den im Vorigen erörterten 
Constructionen noch eine andere Beziehung, welche wieder zu merkwür- 
digen Resultaten führt. Weil die Ahnlichkeitspunkte 7, E zweier Kreise 
ihre Centraldistanz CC, innerlich und äusserlich nach dem Verhältniss 
ihrer Radien r,:r, theilen, so sind die von einem Punkte P nach ihnen 
gehenden Geraden PJ, PE die Halbierungslinien für die Winkel derjenigen 
Geraden PC,, PC,, die denselben mit den Mittelpunkten der Kreise ver- 
binden. In Folge dessen sind die Entfernungen des Punktes von diesen 
PC, und PC, gleichfalls diesen Radien »r,:r, proportional; und wenn von 
dem Punkte aus an beide Kreise reelle Tangenten PT, PT; und PT,, PT; 
von den resp. Làngen /, und ¢, gezogen werden kónnen, was immer gleich- 
zeitig stattfindet oder- nicht, so ist der Winkel 7,PTy; zwischen den Tan- 
genten des einen Kreises dem Winkel 7,PT, zwischen den Tangenten des 
andern Kreises gleich, weil die bezüglichen rechtwinkligen Dreiecke aus 
tadien und Tangenten mit ihren Hälften ähnlich sind. Ziehen wir dann 
(Fig. 6) die Gerade 7,7, (oder ebenso T;T,, T,T}, 7} T,}) zwischen den 
3erührungspunkten von zwei Tangenten beider Kreise, so schneidet dieselbe 
jeden von ihnen noch in einem Punkte U,, U, resp. und für. V, als Mitte 


der Sehne TU, — 2s, und V, als die Mitte der Sehne T,U, — 25, 


+ 
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sowie O als Fusspunkt des von P auf 7,7, gefallten Perpendikels und 
mit Einzeichnung der Radien C, V, und C,V, hat man wegen der Gleichheit 
der Winkel PT,O und T,C,V,, PT,O und T,C,V, 


1? 





"s 1 T “1 


d. h. die Sehnen beider Kreise auf der Verbindungslinie der Berührungspunkte des 
einen und des andern mit Tangenten aus einem Punkte ihres Ähnlichkeitskreises 
sind gleich lang. Und zwar verlaufen bei zweien der vier durch die vorige 
Construction erhaltenen Sehnen 7,7, und 7177; die endlichen Strecken 
dieser Sehnen TU, und T,U, in entgegengesetztem Sinn, sodass die Mitte 
der Strecke 7,7, zugleich die Mitte der Strecke U,U, ist; bei den zwei 
anderen 7,77, T/T, aber in gleichem Sinne, sodass die Mitte z. B. von 
T,U2 auch die von 77 U? ist. Es ist evident, dass das aus der Mitte M 
der Centrale beider-Kreise zu den bezüglichen Geraden 7,T,, T,T; resp. 
gefallte Perpendikel stets durch diesen Mittelpunkt der Segmente in ihr 
hindurchgeht und dass in Folge dessen für die Geraden der ersten Art 
MT, = MT, und für die der zweiten Art MT) — MU; ist, sodass die be- 
trachteten Punkte 7, und 7,, 7; und. T7 etc. in concentrischen Kreisen aus 
der Mitte der Centrale liegen und somit auch die Perpendikelfusspunkte 
aus M auf die Geraden 7,7,, T,T7, T; T,, T; T; als Punkte gleicher Tan- 
gentenlàngen in der Potenzlinie p der Kreise. Die von einem Punkte P 
des Ähnlichkeitskreises ausgehenden Tangenten geben vieñGerade T, 7, U,U,, 
77-0202, £1,030. 2,7, U, U0, und.es.liegen auf Kreisen um, M die 
Punktegruppen-7,, 75, UL, Us; Ty, 7;, Uz; Us; U,, U,; Uy, Us. Sowie 
nun die Tangenten in 7,, 7,; 71,77 durch den angenommenen Punkt P 
des Ähnlichkeitskreises gehen, so gehen wieder die in Uj, Uy, Uy, Ur, 
sodann die in den Tripeln 71, .U,, U3;-7,, U,, Ui; Ti, Uz, U, und 
Ti, U®, U;, endlich die in den Paaren U,, U, und U,, U, je durch 
einen Punkt des Ahnlichkeitskreises; die Sehnen 7,U}, 7; U;, T,Uj, TU, 
sind gleich lang; ebenso 7;,U;, T,U, und wieder 71U;, Ty U,. 

Dies liefert die Sätze von den Wechselsehnen und Wechselschnitten 
bei Sr. 1852; p. 455. Denn Wechselsehnen sind die Verbindungslinien 
der Schnittpunkte des Kreises &, und des Kreises st, mit irgend einem 
Kreis aus der Mitte der Centrale, Wechselschnitte die Schnittpunkte der 
zugehörigen Tangenten von &, und &,. Der Ort der Wechselschnitte ist 
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der Ahnlichkeitskreis; die Wechselsehnen sind gleich lang und umhüllen nach 
der angegebenen Beziehung zur. Potenzlinie und zur Mitte der Centrale eine 
Parabel, mit der Potenzlinie als Scheiteltangente und der Mitte der Centrale 
als Brennpunkt — die gemeinsamen Tangenten der Kreise gehören zu ihnen 
als von der gleichen Länge Null, die Potenzlinie und die unendlich ferne 
Gerade als Träger der gemeinsamen Sehnen beider Kreise. 

Im Sinne unserer räumlichen Anschauung sind die Punkte 7°, 7), U), U3 
der Kreise &, 8, die Projectionen der Durchgänge des Kegelschnittes 
durch die Kehlkreisebenen der sich durchdringenden Hyperboloide; die 
zugehörigen Tangenten dieser Kreise sind die Projectionen der Paare durch 
dieselben gehender Mantellinien und die Tafelspuren der ihnen entsprechen- 
den Tangentialebenen. Die Durchschnittslinien dieser Tangentialebenen 
des einen und des andern Hyperboloids projieieren sich in den Punkten 
des Ähnlichkeitskreises oder derselbe ist der Ort der scheinbaren Durch- 
schnittspunkte der bezeichneten Mantellinien der Hyperboloide. Man kann 
dieses weiter ausführen, aber eine andere, nicht minder darstellendgeome- 
trische Richtung der Untersuchung (vergl. $ 39) scheint natürlicher auf 
‘die Gruppe von Eigenschaften zu führen, von welcher hier ein sehr speci- 
eller Fall erschienen ist. Für diese sei auf den 2. Bd. meiner Darstel- 
lende Geometrie ete. 3. Aufl. K 25, 27 verwiesen. 


Die Durchdringungen bei festen Hauptkreisprojectionen und 
veränderlicher Distanz. 


16. Schon früher ist vielfach das Interesse hervorgetreten, welches 
die Betrachtung aller Durchdringungsprojectionen bei festen Kehlkreisen und 
veränderlicher Distanz der Kehlkreisebenen haben müsste, und mit den 
letzten Entwickelungen sind wir bestimmt auf diese Erörterung gewiesen, 
da dieselben alle diese Kegelschnitte zu einem System verbinden, welches 
dieselben Wechselschnitte, die Punkte des Ähnlichkeitskreises von $, und 
8,, und dieselben Wechselsehnen hat, die Tangenten der Parabel in der 
Schaar derselben Kreise. Dieselben bilden eine Gruppe in der Gesammt- 
heit der Kegelschnitte, welche diese Kreise doppelt berühren, und der 
Überblick über diese ist die nothwendige Vorbereitung für die Erkentniss 
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des Gesammtsystems. Wir beginnen mit dem Falle reeller ausser einander 
liegender Kehlkreisprojectionen, der auch bisher meist vorausgesetzt worden 
ist, ohne dass dies überall nöthig war. 

Wir nehmen (Fig. 7) zwei reelle Kreise §,, &, mit den Mittelpunkten 
C,, C, von der Distanz 2c und den Durchmesserendpunkten in der Centrale 
A,, B, und A,, B, an, welche wir in dieser Ordnung im Sinne der Be- 
wegung von C, nach C, über 2c folgend denken, setzen auch &, als den 
grösseren der Kreise und als fest in der Tafel voraus, während wir das 
Hyperboloid von der Kehlkreisprojection &, vom Zusammenfallen auch 
seiner Kehlkreisebene mit der Tafel aus sich so bewegen lassen, dass die 
Distanz d nach einander alle positiven Werthe von Null bis Unendlich 
erhalt. Wir wissen, dass die Spuren der Durchdringungsebenen in der 
Umlegung der Axenebene der Flächen die Tangenten einer Parabel sind, 
welche die Centrale der Kreise zur Axe und ihre Potenzlinie zur Scheitel- 
tangente, sowie die der Distanz 2c entsprechende Spur der Parabelebene 
zur 45? Tangente hat. Die Kreise $,, und $,, (S 8) für d = 2c liefern 
durch ihre Schnittpunkte mit §, resp. 8, die in unserem Falle stets 
reellen Berührungspunkte P,, P; und P,, P; nebst Tangenten der Parabel- 
projection mit diesen Kreisen; wir kennen ihren Brennpunkt als den Mittel- 
punkt des Ähnlichkeitskreises von ,, 8, und erhalten den Scheitel als 
Fusspunkt des Perpendikels zur Centrale, welches durch den Fusspunkt 
des Perpendikels vom Brennpunkt auf eine jener Tangenten geht. 

Weil nun die Durehdringungsebenen für alle Distanzen zwichen Null 
und 2c, als den Parabeltangenten im Übergang von der im Scheitel zur 
45? Tangente entsprechend, mit der Tafel Winkel « von mehr als 45° 
einschliessen, so entspringen aus ihnen hyperbolische Durchdringungen mit 
ebensolehen Projectionen; während alle Werthe der Distanz, welche 2c 
übersteigen, wegen a < 45° elliptische Durchdringungen und Projectionen 
liefern, bis für d = co die Durchdringungs-Ebene und Projection der Tafel 
parallel und zum unendlich grossen Kreise um den Mittelpunkt der Centrale 
werden (§ 14), der aber die Centra C,, C, als die zu ihm symme- 
trischen und zu den Ähnlichkeitspunkten 7, von §,, 8, harmonisch 
conjugierten zu Brennpunkten hat. (Siehe Sr. 1852; p. 453.) In der 
That ergeben sich dieselben unmittelbar aus der stereometrischen Con- 
struction in § 13 als die Kegelspitzen. durch die Durchdringung, wenn 
die Scheitel A, B derselben die unendlich fernen Punkte der Meridian- 
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hyperbeln sind. Und man erhalt die Relation: Der Kreis über der Cen- 
trale als Durchmesser ist orthogonal zum Ahnlichkeitskreis der Kreise. 
Ferner ist nach $ 13 offenbar, dass unter den Hyperbeln des Systems die 


beiden Paare der gemeinsamen Tangenten von 8, und &, als die degenerierten 
erscheinen, den Distanzen d gleich i 


2 


L— Jan ee) nd tr 


entsprechend, die in Z und Æ resp. normal zur Centrale abgetragen auf 
dem Meridian des ruhenden Hyperbolöides in der Axenebene die beiden 
 Berührungsstellen mit Meridianlagen des bewegten Hyperboloides &, be- 
zeichnen, fiir welche die gemeinsamen Tangenten die Parabel der Spuren 
(§ 12) berühren; daraus aber folgt, dass die zwischen denselben liegenden 
Parabeltangenten jene Meridianhyperbel nicht treffen und als Spuren 
zu hyperbolischen Durchdringungen Anlass geben, durch welche keine 
reellen Kegel gehen ($ 5) und deren Projectionen ihre reellen Brennpunkte 
im Ahnlichkeitskreis haben ($ 14), während die Centrale ihre Nebenaxe 
ist und ihre Mittelpunkte in der endlichen Strecke zwischen E und I 
gelegen sind. / 

Wenn hiernach die Intervalle der Distanzwerthe von Null bis ¢,, von 
t, bis ¢, und von ¢, bis 2c die Folge der hyperbolischen Durchdringungs- 
projectionen in drei Gruppen sondern, die den durch die Parabel bei d = 2c 
von ihnen getrennten Ellipsen als einer zweiten Hauptgruppe gegenüber- 
stehen, so entspringt eine Gliederung innerhalb beider Gruppen durch die 
Berücksichtigung derjenigen Aegelschnitte des Systems der Projectionen, 
welche den einen oder andern der Kreise 8,, 8, in einem Scheitel vierpunktig 
berühren ($ 7), d. h. der Durchdringungskegelschnitte, bei denen die Durch- 
gangspunkte durch eine der Kehlkreisebenen der sich durchdringenden 
Flächen in einem Endpunkte des in der Axenebene liegenden Kehlkreis- 
durchmessers vereinigt sind. Sie entsprechen nach $ 8 denjenigen Distanzen 
d, für die zwischen den Kreisen $, und $,, oder zwischen À, und &,, Berüh- 
rung stattfindet, sodass die bezüglichen &,, die aus C, durch A, resp. P, und 
, durch A, 
die entsprechenden Distanzen die Längen der von A, und B, an 8, und 
b, sind. Die 


die &,, die aus C resp. B, beschriebenen Kreise sind, während 


der von A, und B, an À, gehenden Tangenten a, 5,, a, 
2 2 >) e 1 1 2 
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Quadrate dieser Distanzen, nach wachsender Grösse b,, a,, b,, a, geordnet, 
sind daher resp. (Siehe Sr. 1852, p. 450 f.) 


(ac n8, Kern een (cn), 





wie man diess auch durch Einsetzen vonze=—c+r,2=c#fr, in 
die Gleichungen der Sehnen der doppelten Berührung in $ 12 bestätigt. 
Aus der Relation 2e>r, + r,, die der ausschliessenden Lage der Kreise 
entspricht, sieht mam dann, dass die beiden ersten Quadrate kleiner sind 
als /? und die beiden letzten nicht nur grösser als ¢ sondern auch grösser 
als (2c)”. Man sieht daraus, dass von den vier in Rede stehenden Kegel- 
schnitten der Tafel zwei, nämlich die in B, und A, resp. &, und &, 
berührenden, zu den Hyperbeln der ersten Gruppe (Distanzen o bis ¢,) und 
die beiden anderen in B, und A, an ft, resp. 8, berührenden zu den 
Ellipsen gehören. Damit erhalten wir folgende Übersicht des ganzen 
Systems. € 

17. Die erste Gruppe der Hyperbeln d — o bis d = t,, welche ihre 
Scheitel und Brennpunkte in der Centrale haben, beginnt, von der doppelt 
zählenden Potenzlinie der Kreise ausgehend, mit Hyperbeln von sehr 
stumpfen Asymptotenwinkeln, welche beide Kreise imaginär doppelt be- 
rühren; mit der Distanz 5, tritt mit vierpunktiger Berührung in P, an 
X, die reelle Doppelberührung an §, ein, bei welcher mit wachsender 
Distanz die Berührungspunkte von B, weg aus einander rücken, während 
die Doppelberührung an &, noch imaginär bleibt bis sie auch da bei 
der Distanz e, mit vierpunktiger Berührung in 4, reell zu sein beginnt; 
für die Distanzen zwischen a, und f; haben die Hyperbeln reelle Doppel- 
berührungen mit beiden Kreisen, indem nun auch die Berührungspunkte 
von A, aus auf &, sich von einander entfernen — sie rücken hier wie die 
auf dem Kreise &, vor bis zu den Berührungspunkten der inneren ge- 
meinsamen Tangenten. Die Mittelpunkte dieser Gruppe liegen in der 
Strecke vom Fusspunkt der Potenzlinie bis zum inneren Ähnlichkeitspunkt 
I, ihre linearen Excentricitàten nehmen von der Anfangs- zur End-Lage 
ab, vom Halbmesser des zum Ähnlichkeitskreis orthogonalen Kreises aus 
dem Fusspunkt der Potenzlinie bis zu Null für die inneren gemeinsamen 


rn 
Tangenten. 
Den Distanzen zwischen f, und f, entsprechen die Hyperbeln mit der 
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Nebenaxe in der Centrale; durch die Degenerationsform der inneren ge- 
meinsamen Tangenten hindurch ist die Curve aus den Winkeln der 
Asymptoten, in denen die Centrale liegt, in die Nebenwinkel derselben 
übergegangen. Die Berührungen mit beiden Kreisen sind reell doppelt 
und die Berührungspunkte rücken auf denselben vor von den Berührungs- 
stellen der inneren bis zu denen der äusseren gemeinsamen Tangenten. 
Der Mittelpunkt bewegt sich vom inneren bis zum äusseren Ähnlichkeits- 
punkt und die Brennpunkte durchlaufen den Ähnlichkeitskreis, wobei die 
lineare Excentricität zuerst von Null bis zum Radius dieses Kreises wächst, 
um dann wieder bis Null in E abzunehmen. Mit dem Durchgang durch 
die zweite Degenerationsform der äussereh gemeinsamen Tangenten bei d — f, 
treten die Hyperbeln wieder in die Winkelflächen der Asymptoten, in 
welchen die Centrale liegt, und ihre Scheitel und Brennpunkte fallen 
wieder in diese Gerade: Denn die Spur der Durchdringungsebene in 
der Ebene der Axen schneidet die Meridianhyperbel von $, wieder in 
reellen Punkten und die Mittelpunkte der durch die Curve gehenden 
eigentlichen Kegel sind reell. Die doppelte Berührung mit beiden Kreisen 
bleibt reell und die Berührungspunkte rücken auf denselben von denen 
der äussern gemeinsamen Tangenten bis zu denen der Parabel für d — 2c 
vor; aber der im Durchgang durch die Degenerationsform f, stattfindende 
Wechsel der Lage hat auch bewirkt, dass nun der nämliche Ast jeder 
Hyperbel beide Kreise reell doppelt berührend umschliesst, wie diess auch 
die Parabel thut, während in der vorigen Gruppe jeder Ast beide Kreise 
ausschliessend berührt, sodass von den Punkten derselben reelle Tangenten 
an die Hyperbeln gehen und in der ersten Gruppe die umschliessenden 
Doppelberührungen am einen Kreise dem einen Ast und die am andern 
dem andern Ast der Curve angehören. 

Die Mittelpunkte der dritten Gruppe rücken von E aus in dem Sinne 
der vorigen Bewegung bis in's Unendliche und die linearen Excentricitäten 
durchlaufen gleichzeitig alle Werthe von Null bis Unendlich. 

Die Hauptgruppe der Ellipsen sodann lässt sich folgendermassen cha- 
rakterisieren: Alle Ellipsen umschliessen beide Kreise, sie zuerst beide 
auch reell doppelt berührend, indem die Berührungspunkte von denen 
der Parabel aus gegen den Durchmesserendpunkt A, resp. B, fortrücken; 
mit d — b, vereinigen sich die Berührungspunkte am kleinen Kreis in 
B, und von da bis zur Distanz a, wird nur der grüssere Kreis noch reell, 
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zuletzt in A, vierpunktig, der kleinere aber imaginär doppelt berührt; 
für noch weiter wachsende Distanz wird auch die Berührung mit &, 
imaginär, alle folgenden Ellipsen berühren wie der unendlich grosse Kreis 
aus der Mitte der Centrale — als dem Centrum des concentrischen Kreis- 
systems durch die Berührungspunkte — mit den Brennpunkten C,, C,, 
imaginär doppelt. (Vergl. Sr. 1852; p. 450—452(’).) 

Die Mittelpunkte dieser Ellipsen rücken auf der Seite des Kreises 
&, aus dem Unendlichen in der Centrale bis zur Mitte M derselben 
heran; in der endlichen Strecke von da bis zum Fusspunkt der Potenz- 
linie liegen nur Mittelpunkte imaginärer doppelt berührender Kegelschnitte; 
es giebt auch keine reellen Werthe von d, welche ihnen entsprechen, wohl 
aber zeigt der Werth der Mittelpunktsabscisse in $ r4, dass sie für die 
negativen Werthe von d? zwischen co und o erhalten werden und wir 
werden den Sinn davon weiterhin erkennen (§ 18 f). Die linearen Ex- 
centricitàten nehmen ab von der unendlich grossen der Parabel bis zu der 
des unendlich grossen Kreises, die gleich c ist. Die entsprechenden ele- 
mentaren Rechnungen sind leicht anzustellen und auch nicht ohne Interesse: 
Für die vier vierpunktig berührenden Kegelschnitte des Gesammtsystems 
bilden die reciproken Werthe der Mittelpunktsabscissen die Summe Null; ete. 

18. Wir denken nun unter Festhaltung der übrigen Bestimmungen 
von vorher die reellen Kreise &,, &, durch Bewegung von C, gegen C, 
hin einander nàher rückend, wodurch die Asymptotenwinkel der ersten 
Hyperbelgruppe von $ 17 zwischen immer engere Grenzen eingeschränkt 
werden, etc. und verweilen bei dem Grenzfalle, wo sich jene Kreise aus- 
schliessend berühren und somit die Punkte B, und A, zusammenfallen. Die 
innern gemeinsamen Tangenten sind nun mit der Potenzlinie der Kreise 
vereinigt, der Spielraum des Asymptotenwinkels für die erste Hyperbel- 
gruppe ist verschwunden: Die Potenzlinie ist die Projection des Durch- 
dringungskegelschnittes für d = o und den gemeinsamen Mantellinien der 
Hyperboloide in dieser Berührungslage d = f, entsprechend; ihre Scheitel 
und Brennpunkte fallen mit den Mittelpunkten der Kegel des Büschels 
zusammen; auch die in A, an &, und resp. in D, an X, vierpunktig 


(') Dazu die Anmerkung, dass sich hier p. 452 der Werke IT ein störender Druck- 
fehler eingeschlichen hat, den der Originaldruck nicht enthält; vor Anfang der vierten Zeile 
sind die Worte ausgefallen »darnach berührt die E^ nur noch den Kreis A reell doppelt, 
bis / = u wird, wo sie ihn in U vierpunktig berührt und zum Krümmungskreise hat». 
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berührenden Kegelschnitte des Büschels sind hier vereinigt. Das System 
der Durchdringungsprojectionen beginnt mit den Hyperbeln, welche die 
Centrale zur Nebenaxe haben, deren Brennpunkte den Ähnlichkeitskreis 
erfüllen und bei denen jeder Ast beide Kreise reell berührt. Ihre li- 
nearen Excentrieitäten wachsen von Null bis zum Radius des Ähnlich- 
keitskreises und nehmen wieder bis auf Null ab mit der Grenz- und 
Degenerationsform der äusseren gemeinsamen Tangenten. Es folgen die 
Hyperbeln, bei denen der nàmliche Ast beide Kreise reell doppelt berührt, 
bis mit d= 2c — r, +r, die Parabel; sodann für weiter wachsende d 
die Reihe der Ellipsen, in welcher für 4r,(r, + r,) und 4r,(r, + r,) als 
Werthe des Distanzquadrates die bei D, mit st, und resp. die bei A, mit 
st, sich vierpunktig berührenden hervortreten; etc. 

tiickt nun der Mittelpunkt C, noch weiter gegen C, hin, so schneiden 
einander die Kreise X, und $8, in’ zwei reellen Punkten (Fig. 8), deren 
Verbindungslinie die Potenzlinie ist, wahrend der innere Ähnlichkeits- 
punkt Z nun gegen den Mittelpunkt des grösseren Kreises hin über sie 
hinübergerückt ist und die Längen der inneren gemeinsamen Tangenten 
imaginàr oder ihre (Quadrate negativ geworden sind; eben dies führt zu 
neuen Ergebnissen gemäss der früher ($ 1) begründeten Bedeutung dieses 
Uberganges. Wir überblicken zuerst die Durchdringungsprojectionen für 
die reellen Distanzen der Kehlkreisebenen. 

Dieselben gehen aus von dem ausserhalb der Kreise 8, und &, ge- 
legenen Theil ihrer Potenzlinie, welcher die Projection der Durchdring- 
ungshyperbel der Hyperboloide bei vereinigten Kehlkreisebenen ist und 
die constante Differenz der Tangentenlàngen Null hat. Mit von Null aus 
reell wachsenden. Distanzen bis zu d — f£, erhalt man Hyperbeln der 
zweiten Gruppe, von denen jeder Ast beide Kreise reell berührt und die 
ihre Brennpunkte in dem ausserhalb beider Kreise gelegenen Theil ihres 
Ähnlichkeitskreises, ihre Mittelpunkte in der Strecke vom Fusspunkt der 
Potenzlinie in der Centrale bis zum äusseren Ähnlichkeitspunkt haben. 
Ihnen folgt für d — f£, das Paar der gemeinsamen Tangenten, dann die 
Hyperbeln, welche mit einem Aste beide Kreise reell doppelt berühren, 
begrenzt durch die Parabel des Systems, endlich die Ellipsen mit den 
bei D, an &, und resp. bei A, an 8$, vierpunktig berührenden wie vorher. 
Der Mittelpunkt hat die unendliche Strecke vom Fusspunkt der Potenzlinie 
bis zur Mitte der Centrale. durchlaufen; aber die Strecke von jenem bis 
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zum innern Ähnlichkeitspunkt ist nicht von Mittelpunkten von Durch- 
dringungsprojectionen für reelle Distanzen erfüllt, und der im Innern 
der Grundkreise liegende Bogen des Ähnlichkeitskreises enthält keine 
Brennpunkte von solchen; während doch Kreise aus der Mitte der Centrale, 
deren Radien den Werth (r, — c) übertreffen, ohne den Werth 


zu erreichen, mit welchem ein solcher Kreis durch die Schnittpunkte der 
Grundkreise geht, beide Kreise in Punkten schneiden, welche Berührungs- 
punkte mit Kegelschnitten des Systems sein sollten, und durch zu dep von 
der planimetrischen Anschauung geforderten Ellipsen innerhalb der von 
beiden Kreisen umschlossenen Linsenfläche gehören könnten, ohne doch 
im Sinne unserer stereometrischen Anschauung als Durchdringungsbilder 
von Hyperboloiden mit reeller Distanz der Kehlkreisebenen erhalten werden 
zu können. Aber eben dadurch, dass sie nur aus nicht reellen Distanzen 
zwischen o und /, entspringen können, liefert unsere Grundanschauung 
sofort ihre reelle Construction. Denn wir wissen aus der einleitenden 
Übersicht von der Methode der Cyklographie, dass mit dem Übergang 
von reellen zu imaginären Distanzen von der Tafel — d wie z — durch 
den Wechsel des Vorzeichens der Quadrate und Producte von z und d 
die einfachen Hyperboloide in reelle Kugeln übergehen, deren Punkte 
dargestellt sind durch Kreise, die von einem reellen festen Kreis, dem 
Hauptkreis der Kugel, im Durchmesser geschnitten werden, sobald jener 
in der Tafel liegt, oder für deren Projectionen die kürzeste durch sie 
gehende Halbsehne in diesem Kreis die Höhe des Originals über der Ebene 
desselben angiebt. Desshalb muss für alle Punkte der ‘Projection eines 
ebenen Querschnittes der Kugel das Verhältniss der durch sie gehenden 
kürzesten Halbsehnen der Hauptkreisprojection zu ihrem Abstand von 
der Projection der bezüglichen Spur der Ebene constant, nämlich der tri- 
gonometrischen Tangente des Winkels der Ebene zur Tafel gleich sein. 
(Vergl. § 7) Und’in Folge dessen gilt auch für die Punkte der Pro- 
jection der Durchdringung von zwei solchen Kugeln das Gesetz, dass die 
Summe oder Differenz der zugehörigen kürzesten Halbsehnen der entsprechen- 
den Hauptkreisprojectionen constant, nämlich der Distanz der Hauptkreis- 
ebenen gleich ist; sowie sie auch zum Abstand der Spuren der Durchdring- 
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ungsebene in der Projection d. h. der Sehnen der doppelten Berührung der 
Durchdringungsprojection mit den Hauptkreisen in demselben constanten Ver- 
hältniss tga steht. 

19. In der That ist für — z^ als das Quadrat der halben kleinsten 
Sehne durch den Punkt (x, y) innerhalb des Kreises vom Radius r um 
den Mittelpunkt (a, f) 


ee 


(x ah a)” ae (y — p» Ed esl ee 


die Definition der Potenz umfasst diesen sowie den vorher betrachteten 
Fall oder geht für einen inneren Punkt naturgemäss in die jetzige Fassung 
über., Und für die Projection und Durchdringung der Kugeln (wofür 
nun d und z reell sind) 


(ze dy bé nime GS Et Gt ds a0 


Ne 


erhält man natürlich durch Elimination von z zwischen beiden Glei- 
chungen ein Resultat, welches auch aus dem entsprechenden in § 11 dureh 
Verwandlung von d? in — d^ sich ergiebt; dasselbe spricht die Constanz 
jener Summe oder Differenz der halben kleinsten Sehnen aus und wir 
haben wieder wie früher die Summe für alle Punkte innerhalb der durch 
die Hauptebenen begrenzten Schicht, die Differenz für alle Punkte ausser- 
halb derselben zu nehmen. Die Symbolik und die damit begründeten 
Sätze des $ 11 bleiben in Gültigkeit. Auch ergiebt sich für die Ebene 
der Durchdringung 


2er — dz = 


eaters 


Nile 


oder mit Verlegung des Anfangspunktes in die Potenzlinie 
D. 
2er — dz =-d’ 
2 


(vergl. $ 12), was sofort als die Enveloppe ihrer Spur in der Axenebene 
die zur Potenzlinie symmetrische von der Parabel der Spuren für reelle 
Distanzen erkennen lässt. Damit erhalten wir die anschauliche Entwicke- 
lung für diesen Theil unseres Kegelschnittsystems. Für die rein imagi- 
nären Werthe zwischen d — o und d — f, oder 


. 


d = V4e7—(, +7) = iv(r, + T)! — 4c 
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liefern bei reell aufgetragenen d die Kugeln mit dieser Distanz der 
Hauptebenen und den gegebenen Kreisen als Hauptkreisprojectionen kreis- 
formige Durchdringungen, deren Projectionen  Ellipsen sind, welche von 
jenen Kreisen umschliessend reell oder imaginär doppelt berührt werden. Wir 
erhalten ihre in der Centrale liegenden Scheitel als die Fusspunkte der 
Perpendikel zu dieser, welche von den Durchschnittspunkten des Kreises 
X, mit demjenigen Kreise vom Radius r, ausgehen, der seinen Mittelpunkt 
(C,) in dem in C, errichteten Perpendikel zur Centrale im reellen Ab- 
stand id hat; es sind die Scheitel der Nebenaxe. Nach der Methode der 
darstellenden Geometrie erhält man aber auch sofort die Scheitel der 
Hauptaxe: Die gemeinsame Sehne jener beiden Kreise giebt als das Perpen- 
dikel von ihrer Mitte zur Centrale die Linie und zugleich durch ihre Länge 
die Grösse derselben. Endlich erhält man für die Bestimmung der Be- 
rührungspunkte der Ellipse mit den Kreisen &,, 8, aus dem Umstande, 
dass sie die Projectionen der Durchgangspunkte der Durchdringung durch 
die Hauptkreisebenen der betreffenden Kugeln sind, die einfache Regel: 
Man beschreibt aus C, resp. C, diejenigen Kreise §,,, 8;,, welche die 
halben Sehnen von $, resp. &, mit dem Centralabstand d zu Halbmessern 
haben; ihre Potenzlinien mit &, resp. &, sind die Sehnen der Doppelbe- 
rührung mit diesen Kreisen und ihre Pole in denselben die Schnittpunkte 
der zugehörigen gemeinsamen Tangenten. Weil die Kreise $,, und 8, 
die resp. Radienquadrate (rji — d^) und (rj — d?) haben, so erkennt man 
wie in $ 12, dass die Büschel &, 8, und &,, &,, den Kreis aus der 


: : : EAS dort : 
Mitte M der Centrale mit dem Radiusquadrat -(r} + r;—d?) —c” gemein 


2 


haben oder dass auch jetzt die vier Berührungspunkte mit &,, 8, immer 
auf einerlei Kreis um M gelegen sind, sodass durch einen der Berührungs- 
punkte das Tripel der übrigen und die Distanz der Hauptkreisebenen be- 
stimmt ist. In Folge dessen schneiden sich ferner die Kreise derselben 
Büschel, die durch den Mittelpunkt des zugehürigen Grundkreises und den 
Pol seiner Berührung gehen, wie in $$ 13, 14 auf dem Ähnlichkeitskreis 
und die dort entwickelte Theorie der Brennpunkte und die der Wechsel- 
selmen und Wechselschnitte bleibt in unveränderter Gültigkeit.  Dieselbe 
konnte sich desshalb auch nicht in Abhängigkeit von den geraden Man- 
"tellinien der einfachen Hyperboloide ergeben. 

20. Wir können nun die Übersicht des Systems für den vorgelegten 
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Fall beendigen. Der Distanz Null als Grenze der rein imaginären Distanz. 
werthe entspricht der doppelt gezählte im Innern beider Kreise gelegene 
Theil ihrer Potenzlinie als Ort der Punkte gleicher kürzester Sehnen in 
beiden Kreisen, eine Ellipse, welche beide Kreise in ihren Schnittpunkten 


mit einander berührt — wie denn für -(rj + 73) — ec” als das Radius- 


quadrat des Kreises aus der Mitte der Centrale das Distanzquadrat ver- 
schwindet. 

Wächst nun der absolute Werth der Distanz von Null aus, so nimmt 
der Radius des Kreises um M durch die Berührungspunkte ab und die 
Berührungspunkte rücken, sich trennend, auf beiden Kreisen gegen die 
inneren Durchmesserendpunkte B, und A, hin; die entsprechenden El- 
lipsen berühren beide Kreise reell doppelt, sodass ihre Umfänge durch 
die Berührungsstellen in vier Theile zerlegt werden, von denen zwei die 
constante der Distanz gleiche Summe und die beiden andern durch jene 
von einander getrennten die constante derselben Distanz gleiche Differenz 
der zugehörigen kleinsten Halbsehnen beider reise zeigen — jene die Pro- 
jectionen der in der Schicht der Hauptkreisebenen gelegenen Bögen des 
Durchdringungskreises, diese die Projectionen seiner Bögen ausserhalb der- 
selben Schicht; in den Berührungspunkten selbst sind daher die kleinsten 
Halbsehnen des jeweilen nicht berührten Kreises einander gleich, weil sie 
jener Distanz gleich sind. 

Dem Werthe der Distanz d = yri—(2c— rj (vergl. $ 16), d. h. 
dem Centralabstand derjenigen Sehnen des Kreises &,, deren Hälften dem 


Radius des aus C, durch B, beschriebenen, also §, ausschliessend be- 


1 
rührenden Kreises gleich sind, entspricht die Vereinigung der beiden Be- 
rührungsstellen der Durchdringungsprojection an &, in B,, bei noch ge- 
trennter reell doppelter Berührung an §,; der eine der elliptischen Bögen 
mit constanter Differenz ist verschwunden und man behält zwei durch die 
Stellen dieser Berührung getrennte Theile des Umfangs, in deren einem 
der vierpunktigen Berührung B, nicht benachbartem die Constanz der 
Summe besteht, während im grüsseren andern die Differenz denselben 
Werth hat, etc. 

Bei weiterem Wachsen von d wird die Berührung an 8, imaginär 
doppelt und mit d = \r! — (2e — x; vereinigen sich auch die Stellen der 


jerührung an f, zu einer vierpunktigen Berührung in A,, sodass für 


2 
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noch grössere Distanzen die Berührungen der Ellipse mit beiden Kreisen 
imaginär doppelt sind und dieselbe ganz in das Innere der Linsenfläche 
zwischen ihnen zurücktritt, während für alle Punkte des Umfangs constante 
Summe der kleinsten Halbsehnen beider Kreise besteht. 

Die Ellipse wird dabei immer kleiner und für d = \(r, + r,)’ — 4c? 
als den reellen Factor von /, hat sich dieselbe in den inneren Ähnlich- 
keitspunkt zusammengezogen; derselbe ist die Projection des Berührungs- 
punktes der Kugeln in der durch diese Distanz bestimmten Lage und da 
diese Distanz die grösste ist, für welche unsere Durchdringung noch reell 
wird, so zeichnet den inneren Ähnlichkeitspunkt sich schneidender reeller 
Kreise unter allen Punkten die Eigenschaft aus, dass die Summe der durch 
ihn gehenden kleinsten Halbsehnen der Kreise den grössten möglichen Werth 
besitzt. (St. 1852; p. 458.) 

Es ist evident, dass die Mittelpunkte dieser Ellipsen vom Fusspunkt 
der Potenzlinie in der Centrale bis zum inneren Ähnlichkeitspunkt hin 
liegen und dass ihre Brennpunkte den im Innern beider Kreise liegenden 
Theil ihres Ähnlichkeitskreises erfüllen, sowie dass gleichzeitig die lineare 
Excentricität von dem Werthe der halben Sehne in der Potenzlinie bis 
zur Null stetig abnimmt. Endlich ist die von den Wechselsehnen um- 
hüllte Parabel durch die Potenzlinie als Scheiteltangente und die Mitte 
der Centrale als Brennpunkt wie sonst bestimmt, da die Realität der ge- 
meinsamen Tangenten dabei keine Rolle spielt; die Wechselschnitte auch 
für diese Ellipsen sind im Ähnlichkeitskreis. 

21. Wenn wir den kleineren Kreis &, tiefer in den grösseren hin- 
einrücken lassen, so wächst der Winkel der äusseren gemeinsamen Tan- 
genten stetig und in der Grenzlage der umschliessenden Berührung fallen 
sie mit einander und mit der Potenzlinie zusammen, der Berührungspunkt 
ist B,, B, und E und der Ähnlichkeitskreis berührt beide Kreise in ihm. 
Die reellen Werthe der Distanz beginnen nun mit /, = o, während die 
beiden Regionen von o bis f, und von /, bis ¢, dem imaginären Werth- 
bereich angehören und statt umschliessender Hyperbeln wmschlossene Ellipsen 
liefern. Den reellen Distanzen zwischen o und 2c entsprechen Hyperbeln, 
welche mit dem einen Aste beide Kreise doppelt berühren, den grüsseren 
reell und den kleineren imaginär; für d = 2c folgt die Parabel, die sich 
ebenso verhält. Die zugehörigen Mittelpunkte erfüllen den äusseren un- 
endlichen Theil der Centrale vom Berührungspunkt der Kreise aus, dem 
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Mittelpunkt, Scheitel und Brennpunkt der Projeetion der gemeinsamen 
Mantellinien der Hyperboloide für d — o; ihre Brennpunkte vertheilen 
sich auf die unbegrenzte Strecke der Centrale auf der gleichen Seite bis 
zum Mittelpunkt des Ähnlichkeitskreises hin, die linearen Excentricitäten 
wachsen von Null bis Unendlich. Nach der Parabel, für alle d > 2c 
folgen die umschliessenden Ellipsen, welche den Kreis 8, zuerst unter 
Vorrücken der Berührungspunkte von denen der Parabel gegen A, hiu 
reell doppelt berühren, bis sich die Berührungsstellen für d — \(e+ r,)’—r? 
in 4, zur vierpunktigen Berührung vereinigen, sodass von da an nur 
noch imaginäre Berührungen statthaben. Die Mittelpunkte rücken auf 
der der Potenzlinie entgegengesetzten Seite vom Unendlichen bis zur Mitte 
der Centrale heran, indess die Brennpunkte den vom Mittelpunkt des 
Ähnlichkeitskreises nach der Seite von C, hin liegenden unbegrenzten 
‘Theil der Centrale erfüllen. i 

Alle übrigen Kegelschnitte, deren Brennpunkte dem Ähnlichkeitskreis 
angehören, entstehen aus Durchdringungen von Kugeln, weil mit imagi- 
nären Distanzen. Sie beginnen mit dem der Distanz d =o als Grenze 
der rein imaginären Werthe entsprechenden Berährungspunkte der Kreise 
und der Kugeln als unendlich kleiner Ellipse; daher der Differenz Null 
der kleinsten Halbsehnen — während für alle übrigen Punkte der Po- 
tenzlinie die Differenz der Tangentenlängen gleich Null ist. Mit der Ver- 
schiebung der Kugel &, unter Festhaltung ihrer Hauptkreisprojection ent- 
stehen reelle Dürchdringungskreise bis d = \(r, + 7,)? — 4c? oder 2y7,r,, bei 
welcher ausschliessende Berührung zwischen beiden Kugeln stattfindet; sie 
liefern reelle Ellipsen, die den grösseren Kreis stets imaginär, den klei- 
neren zum Theil reell berühren, indem die reell doppelten Berührungen 
an diesem durch eine vierpunktige Berührung in A, beschlossen werden. 
Schliesslich zieht sich die Ellipse auf den inneren Ähnlichkeitspunkt als 
die Projection jenes Berührungspunktes der Kugeln zusammen, für den 
damit die Summe der durch ihn gehenden kleinsten Halbsehnen den 
Maximalwerth 2,77, erreicht. Die Potenzlinie unter jenen und der Be- 
rührungspunkt unter diesen Durchdringungen berühren allein beide Kreise 
reell, und sie sind zugleich vierpunktig berührende Kegelschnitte resp. 
unter denen aus reellen und denen aus rein imaginären Distanzen. 

22. Wir kommen endlich zu dem Falle, in welchem der Kreis 8, 
ohne Berührung vom Kreise &, umschlossen wird, in welchem also beide Ähn- : 


. 
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lichkeitspunkte und der ganze Ähnlichkeitskreis im Innern von &, liegen 
(Fig. 9). Die Kegelschnitte aus den Durchdringungen der Hyperboloide 
beginnen in diesem Falle mit Hyperbeln der dritten Gruppe, bei denen 
derselbe Ast beide Kreise umschliesst und &, reell doppelt berühren 
kann. Sie entfalten sich aus der Potenzlinie d = o und berühren zuerst 
wie diese nicht reell, für d — 2¢ folgt die Parabel mit derselben allge- 
meinen Lage, endlich die umschliessenden Ellipsen wie früher. 

Ob die Parabel den Kreis &, schon reell doppelt, ob sie ihn im Scheitel 
vierpunktig oder ob sie ihn nicht reell berührt, ist davon abhängig, ob die 
Länge der vom Durchmesserende P, von §, auf der Seite der Potenzlinie 
an &, gezogenen Tangente, die Distanz für die bezeichnete vierpunktige 


< 


Berührung, <2c ist; im ersten Falle berühren die Parabel und eine Reihe 


vorausgehender Hyperbeln von der jener Distanz entsprechenden ab reell 
doppelt, die der Parabel folgenden Ellipsen bis zu der in A, vierpunktig 
berührenden bei der Distanz a, thun dasselbe, und erst von da ab sind 
alle Berührungen imaginär; ist J, — 2c, so beginnen die reellen Berüh- 
rungen mit der vierpunktigen der Parabel und. dauern in der Reihe der 
Ellipsen bis zur vorerwähnten Grenze; endlich für 6, > 2c berührt auch 
die Parabel noch nicht reell, es folgen ihr imaginär doppelt berührende 
Ellipsen bis zu der in B, vierpunktig berührenden, etc. — sodass in 
diesem Falle das System der Ellipsen aus den Durchdringungen für reelle 
Distanzen im Anfang und wieder am Ende durchaus imaginär berührende 
enthält, die sich jedoch in einem wichtigen Punkte von einander unter- 
scheiden. Sowie für die nicht reell berührenden Hyperbeln im Anfange 
der Durchdringungen aus reellen Distanzen nach ihrer Lage ausserhalb 
der Scheitel der Hauptkreisebenen ringsum constante Differenz der Tan- 
gentenlängen besteht, so auch noch für die erste Gruppe der Ellipsen in 
diesem letzteren Falle, weil erst mit der vierpunktigen Berührung die 
Durchdringung an die eine Grenzebene der Schicht heran und mit der 
reellen Doppelberührung in sie hinein tritt; nach jener findet also für den 
Theil des Umfangs zwischen den Punkten der Doppelberührung auf der 
Seite von B, constante Summe der Tangentenlängen statt, und bei weiter 
wachsender Distanz wächst dieser Theil des Umfangs, bis er mit der 
vierpunktigen Berührung in A, zum ganzen Umfange geworden ist — 
d. h. für die nicht reell berührenden Ellipsen am Ende des Systems der 
Durchdringungen für reelle Distanzen findet ringsum constante Summe der 
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Tangentenlängen statt, sie selbst liegen ganz innerhalb der Schicht. (Sr. 
1852; p. 460.) (’) 

Für die Durchdringungen mit imaginären Distanzen ist die Potenzlinie 
eine imaginäre Ellipse und die Spur der Durchdringungsebene in der 
Axenebene oder die Tangente der Parabel von § 19 trifft von ihr aus- 
gehend zuerst &, nicht reell; erst mit d = \(r, — r,)’ — 4c? beginnen die 
reellen Durchdringungen und sie endigen mit d = \(r, + r,)’— 42, für 
jenen Werth wird die Kugel &, von &, wmschliessend und für diesen 
ausschliessend berührt; die erste Berührung ist im äusseren E, die zweite 
im inneren Ähnlichkeitspunkt J projieiert, in natürlicher Umkehrung der 
Ordnung gegenüber den Distanzwerthen in Folge des Zeichenwechsels 
ihrer Quadrate. Jener entspricht dem kleinsten Werthe der Distanz unter 
den reellen Durchdringungen aus Kugeln und dieser dem grössten; und 
da der erste sich ausserhalb, der zweite innerhalb der bezüglichen Schicht 
befindet, so erhält man für den letzteren wie es sein muss den Satz von 
$ 20 wieder, für den ersteren aber den ergänzenden Satz: Für den äusseren 
Ahnlichkeitspunkt von zwei Kreisen, von denen der eine den andern umschliesst, 
ist die Differenz der zugehörigen halben kleinsten Sehnen ein Minimum. Man 
erhält auf den Perpendikeln zur Centrale in den Ähnlichkeitspunkten I 
und Æ sofort jenes Maximum wie dieses Minimum. (Sr. 1852; p. 459.) 

Die zwischen jenen Grenzwerthen liegenden Distanzen liefern reelle 
Ellipsen als Durchdringungsprojectionen der Kugeln, welche zuerst auch 
den inneren Kreis imaginär, dann im Scheitel vierpunktig bei B,, später 
reell doppelt berühren, um weiterhin durch die vierpunktige Berührung 
wieder zur imaginären zurück zu kommen; die zur Centrale normalen 
Halbsehnen von 8, welche A, bei B, und resp. A, berühren, liefern die 
Distanzen der Hauptkreisebenen, welchen jene vierpunktigen Berührungen 
entspringen. Die Mittelpunkte aller dieser reellen Ellipsen erfüllen die 
Centrale zwischen den Ähnlichkeitspunkten und ihre Brennpunkte den 
Ähnlichkeitskreis. Die Potenzlinie als Scheiteltangente und die Mitte der 
Centrale als Brennpunkt bestimmen die von den Wechselsehnen umhüllte 


Parabel. 


(*) Die Ausgabe der Werke hat hier p. 460° Zeile 16 v. o. den störenden 
Druckfehler w, < AB, wofür also stehen muss und im ersten Druck wirklich steht 


u > AB, 


Uber die Durchdringung gleichseitiger Rotationshyperboloide yon parallelen Axen. 375 


23. Es bleibt übrig nach den verschiedenen Fällen der reellen 
Hauptkreise die Fälle zu besprechen wo einer der Hauptkreise rein imaginär 
ist oder wo beide es sind; die Falle von verschwindendem Radius bei einem 
der Kreise oder bei beiden mögen dann als Specialfälle einer besondern 
Erörterung unterworfen werden. 

Zunächst denken wir den Kreis $}, rein imaginär oder von negativem 
Radiusquadrat — rj und durch seinen Symmetriekreis &, (Fig. 10) ver- 
treten, den' anderen &, reell; jenem als in der Tafel gelegen entspricht 
ein festes gleichseitiges zweifaches Rotationshyperboloid mit der Tafel als 
Hauptebene und den Scheitelabständen 7, von der Tafel, diesem ein ein- | 
faches, welches wir in der Art bewegt vorstellen, dass die Projection §, 
seines Kehlkreises unverändert bleibt und nur die Distanz der Ebene 
desselben von der Tafel wechselt. Ist d diese Distanz, so erhalten wir 
den in der Tafel gelegenen Parallelkreis $,, des einfachen Hyperboloides 
aus seinem Radiusquadrat (r5 + d?); wir erhalten dagegen die Projection 
für den in der Kehlkreisebene des einfachen Hyperboloids liegenden Pa- 
rallelkreis des zweifachen mit dem Radiusquadrat (— r} + d?), rein ima- 
ginär so lange der reelle Factor von v, grösser ist als d, als Punkt C, 
für d als demselben gleich, und reell für grüssere Distanzen; im ersten 
Falle trägt man d in C, rechtwinklig zur Centrale auf, geht durch den 
erhaltenen Punkt parallel zu ihr bis zum Kreis $,, und erhält in dieser 
Strecke, der zur Distanz d als Centrum gehórigen Halbsehne in diesem 
Kreise, den Radius für den Symmetriekreis des bezüglichen imaginären 
Parallelkreisbildes; andernfalls zieht man von dem Endpunkt der so 
abgetragenen Distanz die Tangente an §,, und hat in ihrer Länge den 
Radius des reellen Parallelkreises in dieser Distanz vom Hauptschnitt — 
die Darstellung der Meridianhyperbel aus dem Kreisbiischel mit reellen 
Grenzpunkten. (S 1.) Die Potenzlinien der so erhaltenen Kreise $,, und 
Ra mit À, resp. &,, die natürlich mit Rücksicht auf das Vorzeichen der 
Radienquadrate aus 4cex = ri— ri (S 12) zu construieren sind, liefern die 
Spuren der Ebene der Durchdringung auf den Hauptschnittebenen in dieser 
Lage; die durch die resp. Kreise auf ihnen bestimmten Involutionen har- 
monischer Pole gehóren dem entstehenden Kegelschnitt an. 

Die Ebene der Durchdringung aus 
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2er + dz = — (a? a 72) 


Nl ea 


und wird durch Verlegung des Anfangspunktes in die Potenzlinie 
E : I 
4er — —(ri--7;) mit 2ex + dz.— —-d 


berechnet, wie in $ 12; ihre Spur in der Axenebene der Flächen um- 
hüllt dieselbe Parabel wie dort. Die Projection des Durchdringungskegel- 
schnittes wird aus der früheren (S 11)sdurch Wechsel des Zeichens von 
r 'erhalten, mit d — 2c die Parabel des Systems, der die 45° Ebene 
x + z= — c’entspricht. Der allgemeine Werth der Mittelpunkts-Abscisse 
ist ($ 14) 


T 


mio 


+7 
2 S 


" 
4c* — 


sie wird nur für reelle d > 2c positiv. 
Der Brennpunkt der Systemsparabel ist der Mittelpunkt des Ähnlich- 
keitskreises von der Abscisse (S 14) 


2 


«ty 


= 
T, + Ts 








wihrend sein Radius mit den beiden Ahnlichkeitspunkten zugleich imaginär 
oder sein Quadrat negativ (§ 14) geworden ist. Die gemeinsamen Tan- 
genten und auch die Quadrate ihrer Längen t,, t, sind imaginär ge- 
worden ($ 11); die bezüglichen Durchdringungen werden aus einer rein 
imaginären Kugel mit einer veränderlichen reellen Kugel nach dem Vor- 
gange von $ 19 bestimmt und ihre Projeetionen sind imagindre Kegel- 
schnitte, wenn schon die Ebenen von jenen und ihre Spuren in der Axen- 
ebene, sowie die Mittelpunkte und Brennpunktspaare von diesen reell 
bleiben nach den Gleichungen 


ndn 
(fL 
4c. + d? 


2er — dz = -(d? — rj— 75), T = — 


Nie 


Und da die Brennpunkts-Involution elliptisch ist, so hat sie mit der durch 
den Mittelpunkt bestimmten symmetrischen Involution stets ein reelles Paar 
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gemein, oder alle Kegelschnitte des Systems haben ihre reellen Brenn- 
punkte in der Centrale, wie es sein muss, weil der Ähnlichkeitskreis rein 
imaginär ist. 

1 24. Die Übersicht unseres Kegelschnittsystems gestaltet sich also 
wie folgt: Es beginnt für d — o mit der Potenzlinie der Kreise &,, 8, 
als dem Ort der Centra von Kreisen, welche , diametral und §, ortho- 
gonal schneiden ($ 3), der Projection der zur Tafel symmetrischen gleich- 
seitigen Hyperbel, deren Brennpunkte mit den zugehörigen Kegelmittel- 
punkten vereinigt in diejenigen Punkte der Centrale fallen, wo sie von 
dem aus dem Fusspunkte der Potenzlinie beschriebenen unter jenen »Kreisen 
geschnitten wird. Bis d = 2c folgen Hyperbeln von bis Null abnehmen- 
den Asymptotenwinkeln, die anfänglich den reellen Kreis umschliessend 
imaginär berühren, bis mit einer vierpunktigen Berührung im Scheitel 
bei 4, mit d= a, = «(2e — n? +73 (S 16) die reelle Doppelberührung 
beginnt, bei welcher die Berührungspunkte von A, aus auf &, bis zu 
den Berührungspunkten der Parabel vorrücken. Ihre Mittelpunkte rücken 
von der Potenzlinie aus auf der Seite des nicht reellen Kreises bis in's 
Unendliche für jene Parabel. Mit den für d > 2c entspringenden Ellipsen 
rücken sie aus dem Unendlichen auf der Seite des reellen Kreises wieder 
herein, während die zugehörigen Berührungspunkte auf &,. näher und 
näher gegen B, zusammen rücken, um sich mit der Durchdringung für 
die Distanz d=b, = «(2e + r,)’ 4-5; dort zur vierpunktigen Berührung 
zu vereinigen. Die Distanzen für die vierpunktigen Berührungen werden 
construiert als Radien der Kreise aus A, resp. B,, welche den Kreis &,, 
diametral schneiden — in consequenter Anwendung des Satzes (§ 1), wor- 
nach der orthogonale Schnitt mit einem rein imaginären Kreis durch den 
diametralen Schnitt mit seinem Symmetriekreis vertreten wird. Mit dem 
unendlich grossen Kreis um die Mitte der Centrale d. h. von der Mittel- 
punktsabseisse Null und den Brennpunkten in C, und C, (S 16) endet 
das System. Reelle Kegelschnitte aus nicht reellen Distanzen erscheinen 
nicht. 

Das zugehórige System der Wechselschnitte ist nicht reell; die En- 
veloppe der Wechselsehnen aber nach wie vor die Parabel, welche die 
Potenzlinie zur Scheiteltangente und die Mitte der Centrale zum Brenn- 
punkt hat. Die Tangenten dieser Parabel schneiden den reellen Kreis in 
nicht reellen Sehnen, welche mit denen des imaginären Kreises in ihnen 


oo 
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gleiche Lange haben oder für welche die bezüglichen beiden Polinvolu- 
tionen elliptisch und von éinerlei Potenz sind, aber von verschiedenen 
Mittelpunkten, letzteres mit einziger Ausnahme der Potenzlinie und der 
unendlich fernen Geraden; aber auch die zu ihnen gehörigen Punkte des. 
Systems der Wechselschnitte sind imaginär. 

Lagenunterschiede des reellen und des rein imaginären Kreises von 
ähnlicher Art wie bei den reellen Kreisen sind nicht hervorzuheben, weil 
eine Berührung zwischen ihnen unmöglich ist und von einem Ausschliessen 
und Einschliessen des einen durch den andern auch nicht die Rede sein 
kann, vielmehr von einem gegenseitigen Einschliessen gesprochen werden 
sollte, wenn mit solchem Ausdruck irgend eine Verwendung verbunden 
wäre. 

25. So kommen wir zu dem wieder sehr lehrreichen Falle von 
zwei rein imaginären Kreisen oder zwei zweifachen Hyperboloiden, deren 
eines wir mit dem Hauptkreis &, in der Tafel als fest und das andere 
durch alle Distanzen d so bewegt denken, dass die Projection seines 
Hauptkreises &, ebenfalls fest bleibt; wir setzen beide Kreise durch ihre 
Symmetriekreise (Fig. 11) &,, und &,, resp. vertreten voraus. Dann ist die 
Potenzlinie der Hauptkreise die in Bezug auf die Mitte der Centrale zur 
Potenzlinie der Symmetriekreise symmetrische Gerade. Man bestimmt 
ferner für irgend eine Distanz d sowohl den Parallelkreis des verscho- 
benen Hyperboloids in der Tafel wie den Parallelkreis des ruhenden in 
der Hauptebene des verschobenen nach dem für den letzteren in $ 23 
beschriebenen Verfahren und erhält die Potenzlinien der bezüglichen beiden 
Kreispaare durch Construction ihres Abstandes von der Mitte der Centrale 
mit Rücksicht darauf, ob die Radien beide rein imaginär sind oder der 
eine derselben reell geworden ist. Die Ebene der Durchdringung ist aus- 
gedrückt durch | 


in [9 
es A eo 2 2 22 T m : 2 
265 + dz = —zd +ri—r) resp 20v + dz = ur. j 

liefert also die Parabel des $ 12. Die Berührungen sind sämmtlich ima- 


ginir doppelt als Schnitte reeller Geraden mit rein imaginären Kreisen. 
Die Mittelpunkts-Abscisse der Projection wird 
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wesentlich negativ für +r, > r, für alle d< 2c und positiv für die 
d> 2c. 

Für d = 2c entsteht die Parabel des Systems, aus denselben Gründen 
wie bei der Durchdringung der einfachen Hyperboloide, nämlich weil der 
Mittelpunkt des zweiten auf dem Asymptotenkegel des ersten liegt, ete. 
($ 12); mit ihr sind wir auf den Mittelpunkt des Ähnlichkeitskreises ge- 
führt, der ihr Brennpunkt sein wird, und damit zu der Frage nach dem 
Ähnlichkeitskreis von zwei rein imaginären Kreisen. Wir finden sofort, 
dass die Abseissen der Ähnlichkeitspunkte J und E durch Einsetzen von 
ir, und ir, für r, und resp: r, 
sein Radius ($ 14); oder dass der Ähnlichkeitskreis von zwei rein imaginären 
Kreisen der threr Symmetriekreise ist. 

Aber auch die inneren und äusseren gemeinsamen Tangenten haben 


ihre Werthe nicht ändern, ebenso wie 


reelle leicht zu construierende Längen; man erhält ihren Ausdruck aus 
dem für reelle Kreise 


V4c—(r, E r)? in der Form 4e + (r, +r,)'; 


und ihre graphische Bestimmung folgt auch direct aus der Bemerkung, 
dass ihre Längen ja Summe resp. Differenz der Radien derjenigen beiden 
Kreise sind, die um den inneren resp. den äusseren Ähnlichkeitspunkt 
der Kreise so beschrieben werden, dass sie diese orthogonal schneiden; 
dass sie also für rein imaginäre Kreise §,, 8, zu den Summen resp. Dif- 
ferenzen der Radien der entsprechenden Kreise werden, welche die Sym- 
metriekreise §,,, R,, diametral durchschneiden. Zieht man also die beiden 
zur Centrale normalen Durchmesser der Symmetriekreise so sind die Längen 
der neuen Verbindungslinien ihrer Endpunkte die Längen der gemein- 
samen Tangenten, der inneren und äusseren, jenachdem sie durch J resp. 
E gehen; man sieht dabei zugleich, dass durch den Wechsel der Vorzeichen 
der Radienquadrate wenigstens die Veränderung eingetreten ist, dass die 
inneren gemeinsamen Tangenten jetzt die grössere Länge haben, und dass 
die -Längen beider die Centraldistanz übertreffen, sodass nun die Folge 
2€ « t, < t, stattfindet. 

Kegelschnitte, welche einen der rein imaginären Kreise vierpunktig 
im Scheitel berühren, erhält man nicht; die zugehórigen Distanzen sind 
complex (S 16); weil sich aber für rein imaginäre Distanzen d und z die 
zweifachen Hyperboloide in rein imaginàre Kugeln verwandeln, so erhält 
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man auch jetzt für solche Distanzen nur imaginäre. Kegelschnitte, immer- 
hin diese letzteren mit reellen Mittelpunkten und Brennpunktpaaren ihrer 
Projectionen. 

26. Wir überblicken das Gesammtsystem. Mit d — o erhält man 
die Potenzlinie als Projeetion der Durchdringung beider centrischen Hy- 
perboloide d. h. als Ort der Centra von Kreisen, welche sowohl §,, als 
X, diametral schneiden; der zu ihrem Fusspunkte gehörige Kreis dieses 
Büschels giebt zugleich die entsprechenden Brennpunkte in der Centrale 
an. Für wachsende d unter dem Werthe 2c folgen Hyperbeln mit bis 
Null abnehmenden Asymptotenwinkeln; ihre Mittelpunkte rücken von der 
Potenzlinie weg auf der der Spurparabel entgegengesetzten Seite bis in's 
Unendliche für die Parabel, die ihren endlichen Brennpunkt im Mittel- 
punkt des Ähnlichkeitskreises hat. Wir gelangen zu Ellipsen für Distanz- 
werthe d > 2c und <¢, und sehen den Mittelpunkt derselben von der andern 
Seite der Centrale aus dem Unendlichen heran rücken bis zum äusseren 
Ähnlichkeitspunkt E der Kreise; dabei verkleinert sich zugleich die Ellipse 
fortwährend, bis Hauptaxenscheitel und Brennpunkte mit dem Mittelpunkt 
in E vereinigt sind, entsprechend der. punktförmigen Berührungsdurchdring- 
ung der beiden Hyperboloide, welche zuerst bei der Distanz f, stattfindet. 

Die Projectionen der Durchdringungen und diese selbst werden für 
weiter wachsende Distanzen zwischen den Werthen f, und f, rein imagináre 
Ellipsen, diese in reellen Ebenen, jene mit reellen Mittelpunkten in der 
endlichen Strecke zwischen den Ähnlichkeitspunkten und mit reellen 
Brennpunkten im Ähnlichkeitskreis; es sind die rein imaginären ‚Durch- 
dringungen, auf die wir schon in $ 5 hinwiesen als Grundcurven von 
Büscheln zweifacher Hyperboloide ohne reelle eigentliche Kegel. Für 
d = t, fällt alles wieder im inneren Ähnlichkeitspunkt zusammen, der Pro- 
jeetion der zweiten punktförmigen Berührungsdurchdringung unserer Hyper- 
boloide entsprechend. Die gemeinsame Tangentialebene schneidet in jenem 
wie in diesem Falle beide Flächen in denselben zwei punktiert und pla- 
niert imaginären Geraden, die als die 45° Linien der besagten Ebene be- 
trachtet werden müssen und nicht reell sein können, weil die Tafelneigung 
der Ebene selbst 45° nicht erreichen kann; die Paare der gemeinsamen 
Tangenten sind die Projeetionen dieser Geraden, ihre Längen im Raume 
sind ebenfalls reell angebbar, als die \2-fachen der Längen ihrer Projec- 
tionen — natürlich in beiden Fällen kleiner als die Abstände der paral- 
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lelen Geraden, in denen ihre Endpunkte als imaginäre Punkte zu suchen 
sind. 

Wachst die Distanz über /, hinaus weiter, so erhalten wir wieder 
reelle Ellipsen, deren Mittelpunkte vom inneren Ahnlichkeitspunkt bis zum 
Mittelpunkt der Centrale hin liegen, den letzteren erst für unendlich grosse 
Distanz erreichend; etc. wie früher. 

Wir bemerkten schon, dass das Schneiden resp. Umschliessen des 
einen Symmetriekreises durch den andern keine wesentlichen Anderungen 
im Charakter des Systems herbei führt; die unwesentlichen, welche solche 
Anderungen mit sich bringen, wollen wir nicht erórtern. 

Die Parabel der Wechselsehnen ist reell wie immer, die Potenzlinie 
als Scheiteltangente und die Mitte der Centrale als Brennpunkt bestimmen 
sie; aber die von den Punkten. des Ähnlichkeitskreises an die Kreise £5, 
R, gehenden Tangentenpaare sind nicht reell; die Parabel umschliesst 
diese Kreise. 

27. Es bleibt übrig, die Fundamentalsätze über die Summe und 
Differenz d der Tangentenlängen und über das constante Verhältniss tea 
für die Durchdringung der zweifachen Hyperboloide zu erörtern; für 
jenen haben die gemeinsamen Tangenten der rein imaginiren Kreise uns 
schon einen Specialfall gezeigt und die cyklographische Auffassung der 
zweifachen Hyperboloide giebt sofort das allgemeine Resultat. Das zwei- 
fache Hyperboloid mit der Tafel als Hauptebene ist der Ort von Punkten, 
deren Bildkreise den Symmetriekreis seines Hauptschnittes und Bildkreis 
seiner Scheitelpunkte diametral schneiden, wobei der Radius des Bildkreises 
der Abstand des Punktes von der Hauptebene ist (§ 1). Durchdringen 
sich also zwei solche Hyperboloide, so ist für einen Punkt des Durch- 
dringungskegelschnittes zwischen den Hauptebenen beider die Summe der 
Radien seiner Bildkreise auf diesen constant nämlich der Distanz der 
Hauptebenen gleich; d. h. die Summe der Radien der wm seine Projection 
beschriebenen Kreise, welche beide Symmetriekreise R,, und &,, diametral 
schneiden — statt wie die mit den Tangentenlängen beschriebene ortho- 
gonal. Und für jeden Punkt der Durchdringung ausserhalb der Schicht 
ist die Differenz der Radien der ebenso bestimmten Kreise jener Distanz. 
gleich. 

Auch ist ebenso direct anschaulich, dass das constante Verhältniss 
tga für eine solche Durchdringung für jeden Punkt ihrer Projection das 
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Verhältniss ist zwischen dem Radius des um ihn beschriebenen den Symme- 
triekreis &,, oder §,, diametral schneidenden Kreises und dem Abstand des 
Punktes von der zugehörigen Sehne der Doppelberührung s, resp. s,, der 
Spur der Durchdringungsebene in der betreffenden Hauptebene; für die 
Parabel sind diese letzteren Verhältnisse der Einheit gleich. 

Und wenn wie im vorigen Falle das eine der Hyperboloide ein ein- 
faches und das andere ein zweifaches ist, so drückt die Distanz der Haupt- 
schnittebenen fiir alle Punkte in der Projection der Durchdringung die 
Summe resp. Differenz der Radien derjenigen um sie beschriebenen Kreise 
aus, von denen der eine die Hauptkreisprojection des einfachen Hyper- 
boloides orthogonal und der andere die Scheitelkreisprojection des zwei- 
fachen Hyperboloides diametral schneidet; wird in diesem Falle der erste 
Kreis von der Durchdringungsprojection reell doppelt berührt, so theilen 
die Berührungspunkte den Umfang derselben in einen Theil mit constanter 
Summe innerhalb der Schicht der Hauptschnitte und einen Theil mit 
constanter Differenz ausserhalb derselben; mit vierpunktiger Berührung 
verschwindet der eine dieser Theile. Von der Bemerkung aus, dass für 
die Parabel des Systems im endlichen Bogen zwischen den Berührungs- 
punkten constante Summe stattfindet, charakterisiert man leicht das ganze 
System in Bezug auf diese Haupteigenschaft. 

Für das System des letzten Falles giebt es keine reellen Berührungen 
und daher keine Übergänge der bezeichneten Art; für die aus der Pofenz- 
linie der Kreise &,, 8, sich entfaltenden Hyperbeln gilt ringsum constante 
Differenz; ebenso für die Parabel und die ihr bis zur ersten dem äusseren 
Ähnlichkeitspunkt entsprechenden Berührung der Flächen folgenden Ellip- 
sen; aber die Ellipsen, welche auf die zweite dem inneren Ahnlichkeits- 
punkt entsprechende Berührung folgen, liegen durchaus innerhalb der be- 
züglichen Schichten und zeigen ringsum die constante Summe. Die dem 
äusseren Ahnlichkeitspunkt entsprechende Differenz t, ist die grösste der 
möglichen Differenzen und die dem inneren entsprechende Summe /, die 
kleinste der möglichen Summen — die Ergänzung der in $$ 20 bis 22 ent- 
wickelten und von STEINER a. a. O. mitgetheilten Eigenschaften den ein- 
geschlossenen Ähnlichkeitspunkte reeller Kreise: Kleinste Differenz resp. 
grösste Summe der kleinsten Halbsehnen. Die Anschauung führt auf 
diese wie jene gleich direct; das vorige ist die Theorie der doppelt be- 
rührenden rein imaginären Kreise reeller Kegelschnitte, welche sie liefert. 
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Es ist ersichtlich, dass die allgemeinen Eigenschaften der Durchdringung 
der Hyperboloide aus $$ 7 f. erst in den letzten Entwickelungen ihre 
wahrhaft allgemeine Gültigkeit erhalten haben; wir wollen desshalb be- 
merken, dass für die Constructionen des $ 9 für die doppelt berührenden 
Kegelschnitte zu zwei Kreisen durch einen Punkt und zu einem Kreise 
durch drei Punkte damit zugleich die Modificationen erhalten wurden, 
unter denen sie für umschliessende Kreise resp. für rein imaginäre Kreise 
gültig bleiben — aber die Discussion ihrer bezüglichen Resultate darf 
hier unterlassen werden. 


Die Durchdringungen mit Bezug auf die reellen eigentlichen 
Kegel im Bischel. 


28. Wir kommen zu den Specialfällen von Hauptkreisen mit ver- 
schwindendem Radius und gehen in der Art vor, dass der Fall beider Haupt- 
kreise als punktförmig zuletzt eingehend: untersucht wird, während die 
vorangehenden Fälle nur kurze Erläuterung erhalten. 

Ist 8, ein reeller Kreis und &, ein Kreis vom Radius Null oder die 
eine Fläche ein einfaches Hyperboloid, die andere, die wir eventuell als 
mit festem &, beweglich denken wollen, ein gleichseitiger Rotationskegel, 
so fallen die beiden Ähnlichkeitspunkte von &, und f, in C,, dem Mit- 
telpunkt des letzten und die inneren mit den äusseren gemeinsamen Tan- 
genten zusammen; das System der Hyperbeln zwischen ihnen, welches die 
Nebenaxe in der Centrale und die Brennpunkte im Ähnlichkeitskreis hat, 
fällt weg wie dieser selbst, bis auf das vereinigte Anfangs- und Endglied. 
Mit den gemeinsamen Tangenten fallen auch die beiden &, in einem 
Scheitel vierpunktig berührender Kegelschnitte zusammen. 

Für die Lage von C, ausserhalb §, erhält man das ganze System 
durch Projection hyperboloidischer, für die innerhalb &, zum Theil durch 
Projection sphärischer Durchdringungen; weil aber die eine der Kugeln 
die aus dem Kegel entspringende vom Radius Null ist, so reduciert sich 
die Gruppe der daraus entspringenden reellen Kegelschnitte auf den 
. Punkt C,. Wir erhalten in beiden Fällen die Potenzlinie von 8, und C, 
für d =o als Projection einer reellen zur -Tafel symmetrischen Durch- 
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dringungshyperbel; C, ist der eine und der zu ihm in Bezug auf die 
Potenzlinie orthogonalsymmetrische Punkt der andere Brennpunkt ihrer 
Projection. Dann folgen für wachsende Distanzen Hyperbeln, deren einer 
Ast ®, und der andere C, umschliesst, mit der Distanz y4c*— 7; durch 
die gemeinsamen Tangenten getrennt von den anderen, Hyperbeln von 
denen der nämliche Ast 8, und C, umschliesst; die aus d = 2c entsprin- 
gende Parabel führt zu den Ellipsen über, etc. Unter den Hyperbeln der 
ersten Art ist eine in D, an &, vierpunktig berührende für d — 2c —, 
und unter den Ellipsen die bei A, an §, vierpunktig berührende für 
d — 2€ + r,; sie trennen die §t, reell von den ihn imaginär doppelt berüh- 
renden Hyperbeln resp.-Ellipsen. Mit der Angabe, dass für die Parabel 
des Systems im endlichen Bogen zwischen den Berührungspunkten an &, 
constante Summe zwischen der Länge der Tangente an &, und der Distanz 
von C, stattfindet, ergeben sich alle andern Bestimmungen dieser Art im 
System. Für jede Distanz d erhàlt man den mit ihr aus C, beschriebenen 
Kreis als &,, und seine Potenzlinie mit &, als die zugehörige Berührungs- 
sehne; ebenso den Kreis aus 8, mit dem Radiusquadrat 7} + 4^ als $8, 
und seine Potenzlinie mit C, als die zugehórige Berührungssehne oder 
die Directrix für den Brennpunkt C, der Durchdringungsprojection. Die 
er, 
Doppelpunkte der Brennpunktsinvolution, die parabolisch ist und stets als 
den zu ihm symmetrischen in Bezug auf den Mittelpunkt den andern 


Mittelpunktsabscisse hat den Werth C, ist die Vereinigung der 


Brennpunkt liefert. 

Für C, im Innern des reellen Kreises X, ergeben sich Unterschiede 
wie in $ 22, jenachdem C, dem Mittelpunkt C, oder der Peripherie des 
Kreises $&, näher liegt. 

Die Parabel der Spuren in der Axenebene hat C, zum Brennpunkt 
und wie die Parabel der Wechselsehnen die Potenzlinie zur Scheiteltan- 
gente, während für diese die Mitte der Centrale der Brennpunkt ist; diese 
letztere berührt auch &, in den Berührungspunkten der Tangenten aus 
C,, welche die einzigen reell begrenzten Wechselsehnen sind. Der Grenz- 
fall, wo C, in der Peripherie von §, liegt und die Potenzlinie die zu- 
gehörige Tangente ist, liefert die über dem Drittheil des Umfangs reell 
doppelt berührende Parabel und eine der Potenzlinie gegenüber in A, 
während die vierpunktig be- 


vierpunktig berührende Ellipse für d = 2r,, 
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rührende Hyperbel sich ebenfalls mit der Potenzlinie und den gemein- 
samen Tangenten verschmolzen hat. 

29. Wäre 8, rein imaginär und durch &,, vertreten, so entsteht das 
System aus Durchdringungen des festen zweifachen Hyperboloides mit §,, 
als Bildkreis der Scheitel mit dem längs seiner Axe verschiebbar gedachten 
Kegel §,. Die Potenzlinie ist nicht mehr wie vorher der Ort der Centra 
der Kreise durch C,, welche f, orthogonal sondern welche §,, diametral 
schneiden, aber der zu ihr symmetrische Punkt von C, ist noch immer 
der andere Brennpunkt der zugehörigen Hyperbelprojection. Es folgen 
die Hyperbeln der ersten und dritten Gruppe — ohne eine vierpunktig 
berührende — sodann die Parabel für d= 2c, und nach ihr in zwei 
Gruppen getrennt durch die punktförmige Durchdringungsprojection für 
die Lage der Kegelspitze im Mantel des Hyperboloides bei d = 47? + 7 
Ellipsen; die erste Gruppe als Projectionen von Durchdringungen ganz 
ausserhalb der Schicht mit ringsum constanter Differenz, die zweite Gruppe 
als solche von innerhalb mit constanter Summe. Der Punkt C, ist zugleich 
die einzige vierpunktig berührende Ellipse des Systems, mit der grössten 
Differenz und hier zugleich der kleinsten Summe der Distanz von C, und 
des Radius eines um ihn beschriebenen §,, diametral schneidenden Kreises. 

Zu dem Falle von zwei Kreisen mit dem Radius Null oder von zwei 
Kegeln als den sich durchdringenden Flächen kónnen wir durch gleich- 
mässige Veränderung der absoluten Werthe der Radien sowohl von zwei 
gleichen reellen als zwei gleichen imaginären Kreisen aus gelangen d. h. die- 
selben Kegel können als Asymptotenkegel von einfachen wie von zweifachen 
Hyperboloiden von gleichem Radius erhalten werden; wir betrachten daher 
kurz die Besonderheiten des Falles gleicher Kreise. Im Falle ihrer Realität 
(Fig. 12) haben wir die Durchdringungen von zwei gleichen einfachen, im 
andern Falle die von zwei gleichen zweifachen Hyperboloiden, deren eines 
centrisch und ruhend und das andere beweglich bei fester Hauptkreisprojec- 
tion gedacht wird. In beiden Fällen geht die Potenzlinie p durch die Mitte 
der Centrale M, mit der auch der innere Ähnlichkeitspunkt I zusammen- 
fallt, während der äussere unendlich fern liegt, sodass die Potenzlinie 
zugleich den im Endlichen liegenden Theil des Ähnlichkeitskreises bildet. 
In beiden Fällen sind für irgend eine Distanz d die Potenzlinien von 
Rs Bu und R,, R;; durch 4ez = + d" gegeben oder zur Mitte der Cen- 
trale symmetrisch, der Anschauung entsprechend: Beide Kreise werden 
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gleichzeitig reell und resp. imaginär doppelt berührt und die Berührungs- 
punkte bilden ein Rechteck mit M als Mittelpunkt und den Seiten parallel 
und normal zur Centrale, sodass M der gemeinsame Mittelpunkt aller Kegel- 
schnitte des Systems ist, wie der Nullwerth der Mittelpunktsabscisse be- 
stitigt. Im Falle reeller Kreise berühren auch die nàmlichen beiden 
Kegelschnitte des Systems beide zugleich in A, und B, resp. A, und B, 
vierpunktig; eine Hyperbel und eine Ellipse, wenn die Kreise ausser ein- 
ander liegen, eine umschlossene und eine umschliessende Ellipse, jene 
aus einer Kugel und diese aus einer Hyperboloid-Durchdringung, wenn sie 
einander schneiden wie in Fig. 12. Im Falle imaginärer gleicher Kreise 
existieren solche nicht, weil überhaupt ‘keine reellen Berührungen möglich 
sind. In beiden Fällen sind die äusseren gemeinsamen Tangenten von der- 
selben Länge 2c und vertreten die Parabel des Systems, die in zwei pa- 
rallele Gerade zerfallen muss, weil ihr Brennpunkt als Mittelpunkt des 
Ähnlichkeitskreises im Unendlichen liegt, — die inneren gemeinsamen Tan- 
genten haben im ersten resp. zweiten Falle die Längen 2yc*— und 
2yc? +r; und markieren die Verschiedenheit der Distanzen, in denen die 
Berührung bei einfachen und bei zweifachen Hyperboloiden stattfindet; 
im ersten Falle sind die innern wie die äussern Tangenten reelle Durch- 
dringungsprojectionen und selbst reell, im zweiten sind sie imaginär, wie 
die Berührungsdurchdringungen der zweifachen Hyperboloide sein müssen. 
Die Parabel der Spuren wird wie sonst durch die Ebene der Durch- 
dringungsparabel bestimmt, und hat daher C, zum Brennpunkt, während 
, geht; die Parabel der Wechselsehnen ist in den 
Mittelpunkt und den unendlich fernen Punkt der Centrale degeneriert, 
weil die Wechselsehnen offenbar theils Durchmesser des Kegelschnittes, theils 
Parallelen zur Centrale sind. 

Die Kreise $, und &i, den &, vertritt, haben keine reellen Ähn- 
lichkeitspunkte und die Quadrate der Längen der gemeinsamen Tangenten 


die Directrix durch C 


sind complex, aber der Mittelpunkt des Ähnlichkeitskreises hat bei gleichen 
absoluten Werthen ihrer Radien die Abscisse o und sein Radius ist ic oder 
sein Symmetriekreis ist der durch €, und ©, gehende Kreis aus M. Die 
Mittelpunkts-Abseisse ist negativ für alle Hyperbeln und positiv für alle 
Ellipsen des Systems. Die an &, in A, und B, resp. vierpunktig be- 
rührenden Kegelschnitte entsprechen den reellen Distanzen \(2e — rj + ri 
und \(2e +*) +r und die Potenzlinie ist 2er = — 7j, geht also nicht 
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durch die Mitte der Centrale, sodass die von den Wechselsehnen umhüllte 
Parabel nicht degeneriert. Das System ist dem allgemeinen des Falles 
wesentlich analog. 

30. Mit dem Verschwinden von r, gehen alle drei vorher betrach- 
teten Fälle in den Fall mit zwei Nullkreisen oder festen Brennpunkten 
C,, C, und festem Mittelpunkt M (Fig. 13, 14) über. Für jede Distanz 
d liefern die mit ihr um ©, C, beschriebenen Kreise §,,, &,, als ihre 
Potenzlinien mit 8,, 8, resp. die zu C,, C, gehörigen Directrixen; für 
d < 2c liegen ihre Fusspunkte in der endlichen Strecke C,C, und die 
entstehenden Kegelschnitte sind Hyperbeln, die sich aus der durch M ge- 
henden Potenzlinie (d = 0) entfalten, die Hyperbeln der ersten Gruppe 
des allgemeinen Falles reeller aussereinander liegender Kreise; die Hy- 
perbeln der zweiten und dritten Gruppe sind mit ihrer Grenze, der Pa- 
rabel, vereinigt, weil /, — f, — 2c ist, und diese Parabel wird von der 
doppeltzählenden Linie C,C, gebildet, der Projection der Berührungsdurch- 
dringung der beiden Kegel, für die die Directrixen durch die zugehörigen 
Brennpunkte gehen. Auf CC, ist zwischen diesen Punkten die Summe 
und ausserhalb die Differenz der Radien Vectoren constant, auf den sämmt- 
lichen Hyperbeln die Differenz. Für alle d > 2c liegen die Directrixen 
ausserhalb C,C, und die elliptischen Durchdringungen ganz innerhalb der 
Schicht, sodass in allen Ellipsen des Systems ringsum die Summe der 
Radien Vectoren constant ist; die Entfernung der Scheitel A, B giebt diese 
Summe wie vorhin die Differenz, weil in dem Rechteck aus 45? Linien 
(vergl. § 10) M,(A)M,(B) der Horizontalabstand der Gegenecken (A), (B) 
d. i. AB dem Verticalabstand der Gegenecken M, M, oder d gleich ist. 
Das System schliesst mit dem unendlich grossen Kreise um M; die vier- 
punktig berührenden desselben sind mit den degenerierten und der Pa- 
rabel in der doppelt zählenden Centrale vereint. Die Wechselsehnen sind 
entweder Durchmesser aller Kegelschnitte des System oder der Centrale 
parallel aus denselben Gründen wie vorher. Für jeden Kegelschnitt des 
Systems ist auch das Verhältniss der Entfernungen seiner Punkte von 
einem Brennpunkte zu den Entfernungen derselben Punkte von der zu- 
gehórigen Directrix constant, der trigonometrischen Tangente des Neigungs- 
winkels a der Durchdringungsebene zur Tafel gleich, daher auch für beide 
Paare von Brennpunkt und Directrix dasselbe und für alle Hyperbeln 
grösser, für alle Ellipsen kleiner als Eins; diese Constante soll hinfort die 
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numerische Excentricität s des Kegelschnittes genannt werden. Im Zu- 
sammenhange der Kegel mit den Hyperboloiden des Flächenbüschels, und 
unter Rückkehr zur Untersuchung eines Kegelschnittes als der Projection 
des endlichen Theiles der Grundeurve desselben, werden wir die Constante 
c in vielseitige Beziehungen treten sehen. Wir denken dazu eines der 
Hyperboloide des Büschels und die beiden Kegel desselben, nehmen die Haupt- 
schnittebene von jenem als Tafel und setzen die Kegel als durch ihre 
Spurkreise M, Wt, in dieser Tafel gegeben voraus; ihre Mittelpunkte 
mögen wie bisher C,, C, heissen, aber nach ihrer jetzigen veränderten 
Jedeutung sollen ihre Radien durch »,, v, unterschieden werden — sie 
sind die Längen der Radien Vectoren der Kegelschnittpunkte P, P*, welche 
beide Kreise in ihren Schnittpunkten hervorbringen. Ist die Durchdringung 
hyperbolisch, so liegen dann beide Kegelmittelpunkte M, M, auf der- 
selben Seite der Tafel und der Durchstosspunkt der Verbindungslinie 
derselben, der Mittelpunktslinie des Büschels ($ 4), also der Mittelpunkt 
desjenigen Hyperboloides in demselben, welches die Tafel zur Hauptebene 
hat, ist der äussere Ähnlichkeitspunkt E der beiden Kreise; ist dagegen 
die Durchdringung elliptisch, so liegen die Kegelmittelpunkte auf ver- 
schiedenen Seiten der Tafel und der Durchstosspunkt ihrer Verbindungs- 
linie ist der innere Ähnlichkeitspunkt 7 der Kreise; in jenem Falle ist 
der aus E und in diesem Falle der aus J beschriebene Kreis des Büschels 
M,, M, der Hauptkreis des Hyperboloides, zugleich immer der in den 
Punkten von den Vectoren v,, v, doppelt berührende Kreis der vorigen 
Entwickelungen — der Potenzkreis der gegebenen Kreise aus den ersten 
Arbeiten J. Srerer's. Er ist reell, wenn das Hyperboloid ein einfaches 
ist und imaginär, wenn ein zweifaches, also nach den in $ 5 entwickelten 
Regeln; wenn die Kreise M,, M, sich schneiden, so sind beide Potenz- 
kreise reell d. h. Kehlkreise einfacher Hyperboloide und in P, P" reell 
doppelt berührend; liegen die Kreise ausser einander, so ist der Potenz- 
kreis um Æ reell und ein Kehlkreis, aber nicht reell doppelt berührend, 
wührend der Potenzkreis um J der Scheitelkreis eines zweifachen Hyper- 
boloides oder Vertreter eines rein imaginären Kreises ist; und wenn der 
eine Kreis den andern umschliesst, ist der àussere Potenzkreis ein Scheitel- 
kreis und der innere ein Kehlkreis. Im ersten Fall, dem Falle reeller 
und reell doppelt berührender Potenzkreise, ist der Raduis r, des äusseren 
die Normale der Hyperbel nach Lage und Grösse im üblichen Sinn und 
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der des andern r, die Lage und Grösse der Tangente derselben, beides 
für die Punkte P, P'; zugleich ist r, die Normale der Ellipse und 7, die 
Tangente derselben in denselben beiden Punkten. Der orthogonale Schnitt 
der confocalen Kegelschnitte in einem Punktepaar und die Eigenschaft 
der Potenzkreise, die Winkel zwischen den Grundkreisen zu halbieren und 
desshalb einander rechtwinklig zu schneiden, sind äquivalent. (') Im zweiten 
und dritten Falle sind E und J nur noch die reellen Schnittpunkte zu- 
sammengehöriger aber nicht reeller Paare von Tangenten und Normalen, 
ein Paar der Brennpunkts-Involution. 

31. Der erste Fall umfasst alle reellen Punkte des Kegelschnittes 
und mag nach einander für den Fall der Ellipse und für den der Hy- 
perbel, endlich in Verbindung für beide näher untersucht werden. Man 
hat (Fig. 13) 0,0, = 2c, AB = 2a =v, + v, die Hauptaxenlänge, und 
setze CI — i, C,I — i, IP = IP’ — r;; dann ist der Neigungswinkel 
der Ebene der Durchdringungs-Ellipse zur Tafel gleich dem Winkel 
zwischen der Mittelpunktsgeraden M,M, und den Axen der Kegel, beide 
haben das Verhältniss c:a zur trig. Tangente, die numerische Ercentricität 
der Ellipse. Yn der Figur der Umlegung der Kegelmantellinien aus der 
Axenebene, die diess zeigt, wenn man z. D. mittelst der Parallelen M,C 
zur Centrale aus M, (C ist der Schnittpunkt mit der Axe M,C,) durch 
Schnitt mit (A)(B) die dem Brennpunkt C, entsprechende Directrix be- 
stimmt, geben die ähnlichen rechtwinkligen Dreiecke M, M,C, M,IC,, 
M,IC, als Verhältnisse der Katheten 


De E pau Ee = E — Beil; 
^woraus 
2 4,0, = 1,0); i ea 1, — —9, = EU, 
und somit 
i, +4, ==. 20 EE EDF ny 


aber auch 


(‘) Für die systematische Ableitung dieser letzteren Eigenschaft sehe man § 64 
meiner Cyklographie. 
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folgt. Ferner ist die Potenz des inneren Ahnlichkeitspunktes 7 oder das 
Radiusquadrat des inneren Potenzkreises 


pim n = IA, IA, = (v, -- àv — 4$) = 9,0, — ii 
wegen i,v, = i,v, und somit 
ri — v,v,(1 TE e) mi 0,0, 7 = —— D Tue 
d. h. durch Einführung der kleinen Halbaxe mit 0? era 


b? b? 


VV, a = Lt 





=, 
CT 


c* 


Dies sind die Relationen und man formuliert sie leicht zu den Sätzen, 
welche J. Sremer in der Abhandlung von 1847 Elementare Lösung einer 
geometrischen Aufgabe und über einige damit in Beziehung stehende Eigen- 
: " , AN 
schaften (Crezzes Journal, Bd. 37, p. 161—192) gegeben hat; wir 
werden dieselbe weiterhin durch Sr. 1847 mit der pag. der Werke Bd. 
II eitieren, hier als p. 393 f. 
Man erhält den Cos. des Winkels 7 zwischen der Normale und den 
Radien Vectoren ihres Fusspunktes als Hälfte des Winkels P im Dreieck 


C, PC, nach der Regel cos = C = V s(5 — O ausgedrückt durch 
2 ab = 











; 2c am; (a+ ca — c) b 
CE ve +, + 2c), +v,— 20) |. /(@+eXa—c) _ —— 
Av, vv, vv 


2 
a 9 
pi auch 
2 2 
cosy = — oder r7r,cosy =—=p 
r ar : jr a 1 


i 


oder durch Einsetzen von 9,0, = 


für p als den Halbparameter: Die Projection der Normale auf den Radius 
Vector ist dem Halbparameter, der Länge der Brennpunktsordinate, gleich, 
deren Product mit der grossen Halbaxe mit dem Quadrat der kleinen 
übereinstimmt. (Sr. 1847; p. 394, (14). Ist 7’ der entsprechende halbe 
Winkel der Radien Vectoren am Endpunkte P’ des zum Durchmesser 





MP=b, von P conjugierten Durchmessers «a,, so hat man wegen a, = Vu, 


sf = . à > d L 4 ! —-—- 
a,cosy — b; ebenso D, cosy —b 
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und somit in Folge von 


E cie ser T 2 b 
d; —a +0 und tr =, ig? = À? 
= j: 
5 ; ql c? 
i LP aoe aS e. 
Für die Axenscheitel ist tg’ — o, te?; — © (a. a. O. p. 396). Und in 


dem besonderen Falle 


12 


I I d 
too Vi eden cee aso be, d — cya 
2 
erhalt man 
ar obe. 3 LT A ae er I to? to? — t 
44 — 49,0, — fi, QD 10 — GN) —, RE Uke D'ACTE 
32. Eine ganz analoge Entwickelung ergiebt sich für die Hyperbet. 
Die Hauptaxe (Fig. 14) AB = 2a ist = v, — v,; wir setzen C, E — €, 
C . 
He, EP — HP =r, und haben iga — REO Aus den wie vorher 


und für den gleichen Zweck gebildeten rechtwinkligen Dreiecken M, M,C, 
M,EC, und M,EC, folgen dann als Verhältnisse der Katheten 


eh) 2eme Mic De ve, 
also 


und somit 


aber auch 


E 2 


Sodann ist die Potenz des äusseren Ähnlichkeitspunktes E unserer Kreise 
oder das Radiusquadrat des àusseren Potenzkreises 


DT EB,. EA, = (e, —1,)(6 + v) = 66 9% 
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weil e,v, — e,v, ist und somit » 








b] 2 ^ 
Wg 9t. (ENS UD) uM qc IE E RLOREIE 


oder mit 0j? = €? — a’ 


Diese und die entsprechende Formel in § 31 bilden die von Sr. 1852, 
p. 453 gegebene zweite Regel zur Bestimmung der Axenlängen; die Formel 
zur Bestimmung der Distanz a. a. O. p. 454 ist der Ausdruck von 


to a =< mittelst der Distanz d und der Centraldistanz der doppelt be- 


rührenden Kreise. 
Man erhält den Cos. des Winkels der Normale mit den Radien Vec- 
toren ihrer Fusspunkte als des halben Nebenwinkels zu dem Winkel bei 


P im Dreieck C,PC, nach der Regel sin „ec = ve mit 
a 











I /(v, —v 2c)(v, — v, + 2c c'—a* b 
cos = (v,, v,) = cosy = 4/% zei 08 = ; 





4Vv,V, vv, vv vU. 
2 CEE 
also durch Einsetzen von v,v, = pele 
b? b? 
eos — oder auch r, cosy = — = p 
ar, a 


dem Halbparameter. Der Satz vom Halbparameter als Projection der 
Normale auf den Radius Vector ist durch seine Fassung als von der 
Grösse und Realität der Axen unabhängig und für alle Kegelschnitte 
gültig charakterisiert. 

In dem besonderen Falle 


= 2 T: Se ent: ER = 
tga = 2, p cuo Ie 0 a Und cas, 
also — es ist die gleichseitige Hyperbel — 
Mi cy aya Ro IN RES 
6,6, = 29:0, — ar; r,cosp = C\/— 


(ST. 18475 p.392 3E 
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Die Normale ist das geometrische Mittel zwischen den Radien Vec- 
toren und da auch der Halbmesser MP bei der gleichseitigen Hyperbel 
diesem geometrischen Mittel gleich ist, so sind für die gleichseitige Hy- 
perbel Normale und Radius einander gleich — eine wesentliche Analogie 
derselben zum Kreis. 

33. Setzt man die Verhältnisszahlen vom Quadrat der Normale zum 
Product der Abschnitte, in welche sie die Brennpunkt-Distanz zerlegt — 
bei der Ellipse innerlich, bei der Hyperbel äusserlich — derselben Zahl 
q gleich, so hat man aus der Entwickelung für die Ellipse und aus der 
für die Hyperbel resp. 


I I 
e — I — ge’, = = I — €? = ge? 4 


neg 








und erhält für das Verhältniss der Hauptaxen dieser Ellipse und Hy- 


: : 26€ = . à o 
perbel, weil dieselben durch — in beiden Fallen ausgedrückt werden 


I3 





VII qs EE 


zugleich ist in beiden Curven das Quadrat der Nebenaxe, abgesehen vom 
Zeichen, nach demselben Verhältniss zu g proportional. Ist dann S einer 
der Schnittpunkte dieser Kegelschnitte, so hat man für die Quadrate seiner 
Normalen in beiden 


d eA 2 2 
EEE CCE 


das Dreieck C, SC, muss an der Ecke S rechtwinklig sein und der über C,C, 
als Durchmesser beschriebene Kreis ist der Ort der Durchschnittspunkte 
der Paare von Kegelschnitten, welche mit denselben Brennpunkten ge- 
bildet werden fur alle möglichen Werthe des Verhältnisses zwischen dem 
Quadrat der Normale und dem Product der von ihrem Fusspunkt in der 
Geraden zwischen jenen gebildeten Abschnitte. (Sr. 1847; p. 398.) Man ist 
damit auch zu der Fragestellung geführt, von welcher STEINER in dieser 
Abhandlung ausgeht: »Aus der Spitze C eines Dreieckes ABC nach einem 
Punkte D der Grundlinie eine Gerade CD zu ziehen, deren Quadrat zu 
den Abschnitten der Grundlinie AD.BD ein gegebenes Verhältniss hat, 
wie m:n. Wenn die Grundlinie AB der Grösse und Lage nach gegeben 
ist, so soll die Grenzlage für die Spitze C gefunden werden, über welche 
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hinaus die vorige Forderung unmöglich wird.» Diese Grenze wird von 
den beiden Kegelschnitten der vorigen Betrachtung als den Enveloppen 
ihrer reell doppelt berührenden Kreise gebildet. (Vergl. besonders die IT. 
Auflös. a. a. O. p. 399 f.) 

34. Für die confocalen Kegelschnitte, welche sich in P, P' durch- 
schneiden, ist die zugehórige Normale des einen zugleich die Tangente 
des andern; beide Gerade schneiden die Nebenaxe der Kegelschnitte, wir 
wollen setzen (Fig. 15) in Punkten /' und E*, und geben dadurch in 
PI', PE' die Radienlàngen »; und v; doppelt berührender Kreise anderer 
Gruppen für dieselben Kegelschnitte. Sie bringen dadurch mit den Axen 
ähnliche Dreiecke hervor, die zu einer Fülle weiterer Relationen führen. 
Es ist 

AMIT* ~ AME*E~ APIEr APE'T 


und somit die Proportionen-Kette 
MI: II’: IM = ME: EE: EM = PI: IE: EP UH BEA 


aus deren durch das vorige bekannten Gliedern sich alle übrigen aus- 
drücken lassen. Wir wollen zur Abkürzung v, + v, = 24, v, — v, — 2a 
setzen und die Nebenaxen à, /' wie früher einführen und haben dann 


x a a eee, 
MIC e ME EM —c-e&—c5, PI=r=- Vu s(a^—c)-— Vos 





cv. v p. pl 45. ji 
1221, TH SAN SE en EE .2 PANNES EE uc 
7 VF AA Va — a?) = qr Yt 








LE = eee i= 


ad 


Daraus finden wir 














mr eee Curiae übonmreb lui she daft MN 
E ib V 3*2» == b^ iS b u = ad V9: 
es see l1 CUIU. . a 
PE p V3 JU jo mms bp ] TEE PY 


Diese Relationen laden zu Verbindungen ein und liefern z. D. 


c 
D D, 
uo ua 


PLAID = = ts Gi Fede 
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und 


ED NODE T 

P. EE gies = Ci = C, E.EC, 
— woraus auch PE. EE':PI.II' = a’:«” folgt — und man sieht dainit,. 
dass die Punkte P, I“, C,, C, und wieder P, E', C,, C, auf einem und 


natiirlich demselben Kreise liegen. Daraus folgert man wieder die Ahn- 
lichkeiten 
WEG = APCS AC IT’, NEC NEC LAA LY, 

und ebenso 

= 

PEC =. NEC, Bar ACIE, APEC, APC Ec AC EE, 
aus denen entsprechende Proportionenreihen hervorgehen, welche nun 
liefern z. B. 
N 


Y DEN Y gend CR jf = ar A) ee : 
C, I — OÙ = VU» CLE = CE cup cies 


und daraus 
+ ay 
ha ^| = 4:6, ESE) Cn 0.20, 
die erste Formel zur Bestimmung der Axenlängen in Sr. 1852; p. 453. 
Ferner 


DCE cosa CHIPSET, me GE Co. = CE SPES 


2 


"p I-cGDpuopp— psg 2ge. PE PEs EB, ='b":@°:c’; 


PE. BE SPI AL -— ES eke : 


j 


Ebenso PE”. PE = v,v, = PI'.PI, (Sr. 1847; p. 395 bis p. 397.) 


CULV, x 


TT 








etc. 


Pr. =, PE’. EE" = 


Für die gleichseitige Hyperbel mit c = a'y2 und die entsprechende El. 
lipse mit @ = cy2 erhält man auch 





EE’ —!PE'.EE", PE:EE*: EP = 1:21; 


2 
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Pe Pe RES PISTES Ta ean 2: 


[S 
- 
D | 


Endlich, um nur noch ein Beispiel zu geben, wird 
Pie PF — bea und, PR:.PR 00: 


d. h. die Abschnitte der Normalen eines Kegelschnittes vom Fusspunkt 
bis zur Haupt- und Nebenaxe stehen zu einander im Verhältniss der 
Quadrate der Neben- und Hauptaxe; oder irgend zwei Normalen z. B. 
PIT’ und P,L 1 eines Kegelschnittes werden durch dessen Axen ähnlich 
getheilt und sind daher mit diesen und der Sehne zwischen thren Fusspunkten 
Tangenten derselben Parabel. Die Berührungspunkte .der Normalen mit 
den aus ihnen, den zugehörigen Tangenten und den Axen bestimmten 
Parabeln sind die zugehörigen Krümmungs-Centra des Kegelschnittes als 
Schnittpunkte jener Normalen mit den ihnen unendlich nahe benach- 
barten; ete. 

35. Für die vierpunktig berührenden Kreise in den Scheiteln der Haupt- 
axe ist 


PH Na esp PE " 
und : 
vv, — (a+ c)(a — c) resp. vv, = (c + a)(c — a); 
daher 


Vv, — 9 c = v dv c 
MI-c2————, resp ME-—c2——-—-—. 





Die zugehörigen Radien sind 


2 2 2 pb’? 


c € , 
a@——=— und resp  5—« = 
a a 








(vergl. Sr. 1847; p. 400); für die besondere Ellipse « — cy2 und die gleich- 
aya v-- N € «| 
seitige Hyperbel c = a'y2 haben beide denselben: Werth —- Stereome- 
— v2 
trisch sind sie immer die normal zu den Kegelaxen gemessenen Abstände 
der Scheitel (4) und (B) der Durchdringung von der Linie der Centra 
M,M, im Flächenbüschel. 
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Die zugehörigen Krümmungsmittelpunkte liegen in den Abständen 
c c? 
era und resp. ent 

von den Brennpunkten, bei der Ellipse in dem endlichen Segment zwischen 
"ihnen, bei der Hyperbel ausserhalb desselben; sie begrenzen die Region 
der Mittelpunkte reeller und reell doppelt berührender. Kreise, dieselbe 
bei der Ellipse einschliessend und bei der Hyperbel ausschliessend. In den 
zwischen ihnen und den -benachbarten Brennpunkten liegenden Strecken 
liegen die Mittelpunkte der imaginär doppelt berührenden reellen Kreise, 
die mit den Brennpunkten selbst als solchen vom Radius Null schliessen. 

Zugleich sind PI” und PE” resp. die Radien doppelt berührender 
Kreise der Ellipse und der Hyperbel aus Punkten ihrer Nebenaxen mit 
MI’ resp. ME" als den Abständen ihrer Centra vom Mittelpunkte. Sind 
v, und v, für die Ellipse gleich a oder ist P der Scheitel der Nebenaxe, 
so erhält man für den zugehörigen Radius des vierpunktig berührenden 
Kreises und den Mittelpunktsabstand seines Mittelpunktes 


2 


a? 


EL = und MT — 3 


de 


bei der Hyperbel ist im gleichen Falle 


12 


PE’ =— und ME =~. 
b b 
(Vergl. Sr. 1847; p. 400.) Damit sind die beiden Systeme doppelt be- 
rührender Kreise, welche wir früher fanden, in ihren metrischen Bezie- 
hungen hervorgetreten. - 
Wir bemerken schliesslich die durch die entwickelten Ausdrücke an- 
gezeigten Relationen für die Ellipse und respective Hyperbel 











MI $ Pr BEE LME tes 
row ANT te er 
ME PE _ DE MAE 

GORE since qx Og UE 


Auch sie finden in einer darstellendgeometrischen Betrachtung mittelst 
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der Cyklographie, welche alle den Kegelschnitt berührenden Kreise zu- 
sainmen fasst, ihre anschauliche Erklärung; und ebenso die helatio- 
nen, welche aus ihnen hervorgehen, wenn man die Zeichen der PI, PE, 
PI, PE' in die entgegengesetzten verwandelt; ich verweise jedoch für 
dieselbe auf den im Druck befindlichen Bd. II der 3. Aufl. meiner Dar- 
stell. Geometrie (§ 47). 

36. Bei der Ellipse ist unter den Kreisen aus Punkten der Haupt- 
axe der aus ihrem Mittelpunkt mit dem Radius d beschriebene der grösste, 
welcher die Nebenaxe zur Berührungssehne hat; je weiter der Mittelpunkt 
nach der einen oder andern Seite vom Berührungspunkt absteht, desto 
kleiner werden Radius und Berührungssehne; mit dem Abstand c?^:« ver- 
schwindet die letztere in der vierpunktigen Berührung, mit dem Abstand 
c in den Brennpunkten der Radius, während die imaginär begrenzte Be- 
rührungssehne in der zugehórigen Directrix liegt. 

Unter den doppelt berührenden Kreisen aus Punkten der Nebenaxe 
ist der um M mit der halben Hauptaxe beschriebene, der die Hauptaxe 
zur Berührungssehne hat, der kleinste; von da gegen die Nebenaxenscheitel 
hin nimmt der Radius der doppelt berührenden Kreise bis zu dem Werthe 
a’:b für die in den Scheiteln selbst vierpunktig berührenden zu und die 
Länge der Berührungssehne bis Null ab. Diese Kreise umschliessen die 
Ellipse, die vorigen werden von ihr umschlossen. 

Im Falle der Hyperbel werden die Kreise aus Punkten der Haupt- 
axe von der Curve umschlossen und die beiden Berührungen eines jeden 
gehören demselben Aste an, während die aus Punkten der Nebenaxe die 
Curve ausschliessen und jeden ihrer Äste einmal berühren. Die reellen 
doppelt berührenden Kreise aus der Hauptaxe haben ihre Mittelpunkte 
in den unbegrenzten Strecken ausserhalb der Brennpunkte, in diesen mit 
dem Radius Null und imaginärer Berührung in der zugehörigen Directrix 
beginnend, die reelle Berührung im Scheitel mit der Sehnenlänge Null 
für den Radius c?:a’, und mit von da aus wachsenden Sehnen und Radien 
stets reell berührend. In der Nebenaxe ist jeder Punkt der Mittelpunkt 
eines reellen und reell doppelt berührenden Kreises, M für den mit dem 
kleinsten Radius a’. 

Im Falle der Parabel sind ihre Tangenten als die im endlichen Raum 
liegenden Theile der doppelt berührenden Kreise aus den Punkten der 
Nebenaxe anzusehen, der unendlich ferne Punkt der zugehörigen Normale 
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als der zugehörige Mittelpunkt, die unendlich ferne Gerade der Tafel 
immer als der andere Theil. Die reellen Kreise aus, den Punkten der 
Hauptaxe beginnen mit dem Radius Null für den Brennpunkt bei imagi- 
närer Doppelberührung in der Directrix, die reelle Doppelberührung tritt 
ein mit der vierpunktigen im Scheitel. Und da bei der parabolischen 
Durchdringung die Ebene der Parabel den einen der gleichseitigen Rota- 
tionskegel des Flächenbüschels vertritt und die zu ihrer Falllinie gegen 
die Tafel durch die Spitze M des anderen gehende Parallele, d. h. die 
eine Umrisslinie des Kegels, die Mittelpunktsgerade des Büschels ist, so 
ist der Radius » des Potenzkreises immer diejenige Sehne in dem mit 
dem Radius Vector CP um den Brennpunkt beschriebenen Kreise, welche 
von P nach seinem Durchmesserendpunkt auf der dem Scheitel A ent- 
gegengesetzten Seite geht; für den Scheitel A selbst ist sie also eben diesem 
Durchmesser gleich oder gleich 2AC. 

Dass nun damit auch die Vertheilung der Mittelpunkte der rein imagi- 
nären doppelt berührenden Kreise gezeichnet ist, ist klar; ihre Radien- 
quadrate und damit ihre Symmetriekreise erhalten wir ebenso aus den 
vorher entwickelten metrischen Relationen, wie construierend nach dem 
Früheren als die Scheitelkreise der zu den betreffenden Lagen der Tafel 
gehörigen centrischen zweifachen Hyperboloide. 


Schluss. 


37. In Bezug auf die Allgemeinheit und Vollständigkeit der erlangten 
Resultate bleibt noch Einiges hinzuzufügen, was wir anknüpfen können 
an die Aufgabe des $ 9, von der Construction der Kegelschnitte aus einem 
doppelt berührenden Kreis und drei Punkten. Wir bemerken, dass die ge- 
gebene Lösung mit ihrer durch das Spätere erhaltenen Erweiterung auf 
rein imaginäre Kreise wesentlich identisch ist mit der allgemeinen pro- 
jectivischen Lösung der Aufgabe: Zu einem eventuell durch sein Polar- 
system vertretenen Kegelschnitt § die doppelt berührenden Kegelschnitte 
durch drei Punkte ı, 2, 3 zu finden. Denn zur Lösung der letzteren 
hat man auf den Geraden 12 und 23 die dem Kegelschnitt ensprechenden 
Involutionen harmonischer Pole zu bestimmen und ihre zu 1, 2 resp. 2, 
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3 harmonisch conjugierten Paare X, X, und Y, Y, anzugeben, deren 
Verbindungslinien XY, X,Y, XY, X,¥, die vier Sehnen der Doppel- 
berührung zwischen dem gegebenen Kegelschnitt und den gesuchten Ke- 
celschnitten sind. Und die beiden Ähnlichkeitspunkte der Kreise, die um 
zwei Punkte 1, 2 orthogonal zu einem gegebenen Kreise $t beschrieben 
werden ($ 9) sind in der That dasjenige Paar in der Involution harmo- 
nischer Pole von $ auf der Geraden 12, welches durch 1, 2 harmonisch 
getrennt wird. Natürlich liefert nun die dual entsprechende Construction 
auch die Bestimmung der Kegelschnitte zu drei Tangenten und einem 
doppelt berührenden Kegelschnitt. 

Verlangt man dann die Kegelschnitte durch zwei Punkte 1, 2, die 
einen gegebenen Kegelschnitt & doppelt berühren, so erhellt aus der vorigen 
Construction, dass dieselben sich in zwei Systeme theilen werden. Wenn 
wir wieder durch X, X, das zu 1, 2 harmonisch conjugierte Paar der 
Involution harmonischer Pole von § auf der Geraden 12 bezeichnen, so 
ist jede Gerade des Büschels um X und wieder jede Gerade des Büschels 
um X, Berührungssehne von $ mit einem Kegelschnitte, der den Bedin- 
gungen entspricht. Für ı und 2 als die unendlich fernen imaginären 
Kreispunkte sind X, X, die Richtungen der Axen des Kegelschnittes st, 
d. h. die Berührungssehnen eines Kegelschnittes mit doppelt berührenden 
Kreisen laufen seinen Axen parallel. 

Die der allgemeinen dual entsprechende Construction bestimmt die 
Kegelschnitte zu zwei Tangenten, die einen gegebenen doppelt berühren. 

Wir schliessen daraus aber weiter, dass sich diejenigen Kegelschnitte, 
welche zwei gegebene doppelt berühren, in drei Systeme theilen werden, welche 
sich auf die Ecken des gemeinsamen Tripels harmonischer Pole der gegebenen 
Kegelschnitte beziehen. Unsere darstellendgeometrische Entwickelung hat 
in $ 16 f. für den Fall zweier Kreise ein solches System vollkommen 
erläutert, und es bleibt jetzt übrig, die Kenntniss der beiden andern 
Systeme zu begründen. Dann wird man auch die drei Paare von Kegel- 
schnitten construieren können, die durch einen Punkt gehen und zwei ge- 
gebene doppelt berühren; ete. Wenn man erinnert, dass durch jede Ecke 
des gemeinsamen Tripels harmonischer Pole von zwei Kegelschnitten zwei 
Verbindungslinien ihrer vier gemeinsamen Punkte gehen, und in jeder 
Seite desselben Tripels zwei Schnittpunkte ihrer vier gemeinsamen Tan- 
genten liegen, welche je durch die beiden andern Ecken harmonisch ge- 
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trennt werden, so sieht man, dass fiir zwei Kreise derselben Ebene die 
Centrale eine Seite # und die Richtung ihrer Normalen eine Ecke X — 
die gegenüberliegende — des gemeinsamen Tripels ist, und erkennt, dass 
das in $ 16 f. entwickelte System das auf X und x bezügliche Theil- 
system des gesammten ist. Die Potenzlinie und die unendlich entfernte 
Gerade sind die beiden durch X gehenden Sehnen, die beiden Ahnlich- 
keitspunkte die Schnittpunkte der gemeinsamen Tangentenpaare in x. Die 
Paare der Berührungssehnen seiner Kegelschnitte mit beiden Kreisen gehen 
durch X und bilden eine Involution, welche die von X ausgehenden ge- 
meinsamen Sehnen beider Kreise zu Doppelstrahlen hat — speciell, weil 
der eine Doppelstrahl unendlich fern ist, eine symmetrische Involution 
mit dem andern Doppelstrahl als Symmetrieaxe. ($ 12.) 

38. Die beiden anderen Ecken des gemeinsamen Tripels V und W 
liegen also in der Centrale und bilden dort das gemeinsame Paar der 
durch beide Kreise in ihr bestimmten Involutionen harmonischer Pole, 
zugleich auch das zur Potenzlinie symmetrische Paar, welches durch die 
Ahnlichkeitspunkte harmonisch getrennt wird; die übrigen Seiten w, v 
des gemeinsamen Tripels sind die Verbindungslinien von X mit V und 
W oder die in V und W auf der Centrale errichteten Perpendikel. 

Als gemeinsames Paar der Involutionen harmonischer Pole in x, 
welche durch ihre Doppelpunkte resp. symmetrischen Paare A,, B, und 
A,, B, bestimmt sind — jenes für reelle, dieses für rein imaginäre Kreise 
— sind V und W stets reell, so lange nicht die ‚Kreise reell sind und 
sich schneiden, oder die Doppelpunktstrecken A,B, und A,B, beider In- 
volutionen sich trennen; in diesem Falle des $ 18 sind sie imaginär. In 
den Fällen der ausschliessenden oder umschliessenden Berührung der 
Kreise fallen sie mit einander und mit B,A, resp. B,B, zusammen, na- 
türlich zugleich auch v, w mit der Potenzlinie. Nach denselben Eigen- 
schaften sind V und W auch die Grenzpunkte des Büschels der Kreise 
-&,, 8, oder die Grundpunkte des zu ihm conjugierten Büschels, d. h. 
die gemeinsamen Punkte der vier Kreise, welche man aus den Schnitt- 
punkten der gemeinsamen Tangenten mit der Potenzlinie mit je der halben 
Länge der bezüglichen Tangenten f,, ¢, beschreiben kann, oder des Ortho- 
gonalkreises beider gegebenen aus dem Fusspunkte der Potenzlinie in der 
Centrale. (Fig. 16.) 

Durch diese Punkte V und W gehen die beiden Paare yon imaginä- 
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ren gemeinsamen Sehnen der gegebenen Kreise $,, À,, welche ihre Schnitt- 
punkte im Endlichen mit den imaginären Kreispunkten im Unendlichen 
verbinden; dieselben sind die Doppelstrahlen der Involutionen von Paaren 
von Berührungssehnen, welche den V resp. W ebenso, wie das bisher be- 
trachtete System X, zugeordneten 8, und §, doppelt berührenden Kegel- 
schnitten zukommen, und diese Involutionen sind daher Involutionen rechter 
Winkel. Da nun von den Axen eines solchen Kegelschnjttes, gleich viel ob 
er dem System V oder dem System W angehört, immer die eine durch den 
Mittelpunkt C, des ersten und die andere durch den Mittelpunkt C, des 
zweiten Kreises gehen muss, und dazu beide den Strahlen eines Paares der 
bezüglichen Involution der Berithrungssehnen um V oder W parallel sein 
miissen, so ist der Ort der Mittelpunkte fiir die Kegelschnitte der Systeme 
V und W der über der Centrale C,C, als Durchmesser beschriebene Kreis; 
und zwar ist jeder Punkt dieses Kreises der Mittelpunkt für zwei Kegel- 
schnitte, einen des Systems V und einen des Systems W. 

Sowie die Centrale als Mittelpunktsort dureh die Mittelpunkte C,, C, 
und die Ähnlichkeitspunkte 7, E als Mittelpunkte der dem System X 
angehörigen degenerierten Kegelschnitte hindurchgeht, so auch der Mittel- 
punkte-Kreis der Systeme V, W. Die gemeinsamen Tangenten der Kreise 
zählen zum System V und zum System W wie zu dem X; die vier 
Schnittpunkte Z,, I, 


E und I oder E, und I, mit einander bilden, liegen daher auf dem aus 
M durch ©, und C, .beschriebenen Kreis, wie wir aus $ 11 schon wissen. 


und Æ,, I,, die sie ausser den Ahnlichkeitspunkten 


v 


Derselbe schneidet sie aus den Geraden v resp. w heraus und zwar 
sind für zwei rein imaginäre Kreise alle diese vier Punkte nicht reell, 
für einen reellen und einen rein imaginären Kreis liegen in dem ersten 
zwei reelle Punkte 7,,, T. 


2w? 


während die beiden anderen imaginär sind. (’) 
Nach dem Schluss von § 29 ist jener Kreis im Falle gleicher Radien 
der Symmetriekreis des Ahnlichkeitskreises. Die zugehörigen Axen, d. h. 
die Halbierungslinien der von den Tangenten im Schnittpunkt jeweilig 
gebildeten Winkel, gehen durch C, und C, resp.; die Berührungssehnen 
jedes Paares an beiden Kreisen gehen durch V oder W und schneiden 


(‘) Es mag nebenbei angemerkt werden, dass Ti,, Ta. zugleich die Fusspunkte der 
Focalstrahlen für denjenigen schiefen Kreiskegel sind, der den reellen Kreis zur Spur in 
der Tafel und den durch den Symmetriekreis des rein imaginären Kreises cyklographisch 


bestimmten Punkt des Raumes zum Mittelpunkt oder zur Spitze hat. 
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sich dort rechtwinklig; diejenigen von zwei complementären Paaren wie 
E,, I, und wieder E,, I, der gemeinsamen Tangenten bilden zwei Recht- 
winkelpaare in W resp. in V, die von den vier nicht complementären 
Paaren E,, E,; E,, L; L,, E,; L,, I, immer ein Rechtwinkelpaar ith V 
und eines in W. Die Geraden w und v des Tripels sind die durch V und 
W gehenden Verbindungsgeraden ihrer complementären Schnittpunktepaare. 

Und so wie der Ort der Brennpunkte des dem unendlich fernen Pol 
X und der Centrale z als Polare zugeordneten Systems aus zwei Kreisen 
besteht, die durch die beiden Gegenecken I,, E, des Vierseits der ge- 
meinsamen 'langenten der Grundkreise gehen, indem sie einander ortho- 
gonal schneiden, wesshalb dann der endliche Theil des einen in ihre Po- 
tenzlinie. /,E, selbst übergeht, so wird der Ort der Brennpunkte des 
Systems mit dem Pol W und der Polare VX oder w von zwei Kreisen aus 
C, und resp. C, gebildet, welche einander in den Schnittpunkten E, und 
I, orthogonal durchschneiden; und der Ort der Brennpunkte des Systems 
mit dem Pol V und der Polare v von zwei Kreisen aus €C,, C,, welche 
sich in E, und J, orthogonal schneiden. Es sind Kreise aus C,, C,, weil 
die Linien nach den Mittelpunkten aus ihren Schnitten, ebenso wie bei 
E,, I, die Linien E,Z, und E,X resp. Z, X, die Axen orthogonaler Sym- 
metrie für die gemeinsamen Tangenten bilden müssen. (Vergl. Sr. 1852; 
p. 465.) 

39. Weil diese Erweiterungen sich aus dem Vorhergehenden leicht 
ergeben und von STEINER in der citierten Abhandlung ausführlich an- 
gegeben, endlich in der damit verbundenen Arbeit Allgemeine Betrach- 
tungen über einander doppelt berührende Kegelschnitte (Werke II, p. 471 £) 
auch auf den projectivisch allgemeinen Fall doppelt berührter Kegel- 
schnitte übertragen worden sind, so dürfen wir hier abbrechen, ohne zu 
übersehen, dass dieser allmählige Fortschritt zur projectivischen Allgemein- 
heit und die Erreichung dieser letzteren ganz im Geiste der Methode liegen. 

STEINER ist auch von der Bestimmung des Kegelschnittes, der drei gege- 
bene Kreise von einerlei Centrale doppelt berührt (Werke II, p. 461) (’), also 


(*) Die Correctur der SrErNER' sehen Formeln, die offenbar schon dimensorisch falsch 
sind, in Bd. II, p. 740 hat falsche Zahlencoefficienten; man hat in den Nennern rechts 
die 2 durch 4 zu ersetzen und auch das erste Glied in der Klammer mit dem Coefficienten 
4 statt 2 zu schreiben. Für d,, d,, d, als die auf die Kreispaare 8,. 8,; 8,, 8,; 
R,, R, respective bezüglichen Distanzsummen und mit M, M,— e,, M,M,— c, , M,M,— v, 
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in unserem Sinne der Projeetion der Durchdringung von drei Hyper- 
boloiden desselben Büschels mit gegebenen Kehlkreisprojectionen weiter- 
gegangen zur Aufstellung der Lagen-Relationen, welche drei Kegelschnitte 
derselben Ebene erfüllen müssen, damit sie von einem vierten Kegelschnitt 
je doppelt berührt werden; vergleiche in der ersten Abhandlung Werke 
II, p. 415 £ und in der zweiten ibid. p. 481 f. 

Wir müssen aber noch an eine darstellendgeometrische Behandlungs- 
weise der Frage erinnern, welche Steiner in der Abhandlung von 1847 
neben der planimetrischen und als sie ergänzend selbst angegeben hat. 
Man denke eine Kugel aus einem Punkte der Tafel als Mittelpunkt und 
den ihr umgeschriebenen Berührungscylinder von gegebener Richtung der 
Mantellinien Z,; seine Spurcurve © in der Tafel ist eine Ellipse, die nach 
der Richtung Z, gebildete Parallelprojection desjenigen Hauptkreises der 
Kugel, welcher in der zu dieser Richtung normalen Diametralebene X 
liegt. Jede durch den zur Tafel normalen Durchmesser, wir wollen sagen 
die Axe der Kugel, gehende Ebene schneidet die Kugel in einem Meridian- 
Kreis i, der in zwei Punkten durch die Ebene X hindurchgeht, die die 
Endpunkte eines Durchmessers im Berührungskreise X selbst sind und 
daher als Endpunkte eines Durchmessers von © projiciert werden. Be- 
trachten wir dann das System der zur Tafel parallelen Querschnitte oder 
der Parallelkreise ® der Kugel, so schneidet jeder den Berührungskreis 





folgen aus der Identität der Durchdringungen der bezüglichen drei Paare von Hyperboloiden 
die Bestimmungen ; 


- " » €; > c 3 m 
d = — § d; = —-S dd = § oder d; : 

1 E ) = - Im 3 "^ : "nn 
2&3 €56, Cite €40,05 











mit 
S zee0s + Cry err cn. 
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Die Grösse S liefert durch ihr Verschwinden die Relation der Radien und Centraldistanzen 


für drei Kreise desselben Büschels (der Kehlkreise als in einerlei Ebene, weil d; gleich 
Null wird) 





welche von vielfiltigem Gebrauch ist. Die Proportionalität der c; und d, ist der Ausdruck 
für die Lage der Mittelpunkte der Flächen in einer Geraden. 
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des Cylinders in zwei Punkten, welche zwischen zwei Grenzlagen ®, und 
ys, der Ebene 33 — einer obersten und einer untersten in den Abständen 
rcosÀ von der Tafel für r als den Radius der Kugel und A als den 
Neigungswinkel der Mantellinien des Cylinders zur Tafel oder der Ebene 
der Berührungscurve € zu ihren Normalen — reell und verschieden sind 
und in diesen selbst zusammenfallen; auch schneiden sie alle jede Me- 
ridianebene M in einem System paralleler Durchmesser, die ihre End- 
punkte im zugehörigen Meridian haben und in unserer Projection auf der 
Tafel in wahrer Grósse erscheinen. 

Die Projection der hiermit entsprungenen Elemente auf der Kugel- 
fläche nach der Richtung L, auf die Tafel (Fig. 17) giebt uns als Bild 
des Kreises T die Ellipse & mit der Projection der Axe der Kugel als 
Hauptaxe; die Projectionen der Parallelkreise 33 sind ihnen gleiche Kreise 
aus den Dildern ihrer Mittelpunkte in der Axe als Mittelpunkten, welche 
die Ellipse © in den Projectionen der zwei Punkte berühren, die ® mit 
X gemein hat; also reell doppelt für Parallelkreise innerhalb jener Grenzen, 
vierpunktig in den Hauptaxenscheiteln für die Grenzen selbst und imagi- 
nàr doppelt für die von der Tafel weiter entfernten Lagen. Bis zur Di- 
stanz r haben wir Kreise von reellem bis Null abnehmendem Radius, 
sodass die Endpunkte des in der Axe der Kugel gelegenen Durchmessers 
die Brennpunkte der Ellipse & liefern; darüber hinaus endlich rein imagi- 
nàre doppelt berührende Kreise, welche auch vollkommen bestimmt sind. 
Die Meridiane M der Kugel mit einziger Ausnahme des die Richtung L, 
enthaltenden, der als gerade Strecke in der Axe von © erscheint, werden 
als ein System von Ellipsen projiciert, die man erhält, indem man die 
Bilder der ihnen angehörigen Systeme paralleler Durchmesser projiciert, 
d. h. als Orte der Endpunkte der Durchmesser von der Richtung {NP in 
allen Parallelkreisbildern oder in allen den doppelt berührenden Kreisen 
von ©; sie berühren © in den Bildern der Punkte, welche der bezügliche 
Meridian M mit dem Berührungskreise 3 auf der Fläche gemein hat, und 
diese werden nach den Regeln der darstellenden Geometrie leicht ermittelt. 
Sie sind die Projectionen der Endpunkte des den Ebenen T und W ge- 
meinsamen Kugeldurchmessers nach der Richtung L, auf die Tafel. (Fig. 
17; S8, und 3,). Es ist evident, dass alle diese Kegelschnitte die Brenn- 
punkte von & als Projectionen der Pole der Kugel zu Endpunkten eines 
gemeinsamen Durchmessers haben und paarweis symmetrisch zu ihm 
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liegen nach der Symmetrie der Meridiane in Paaren zu dem die Richtung 
L, 
Richtung L, normalen Meridians hervor, der zu sich selbst symmetrisch 
ist, die Brennpunkte von © zu Scheiteln hat und © in den Scheiteln der 
Nebenaxe berührt. . 


enthaltenden; man hebt damit unter ihnen die Projection des zur 


Für den interessanten Gebrauch, der sich von diesen Ergebnissen 
machen lässt, verweisen wir auf Sr. 1847; p. 406—415. STEINER hat 
natürlich bemerkt, dass die vorigen Betrachtungen für die Rotationsflächen 
zweiten Grades mit zur Tafel normalen Axen ebenso gelten, wie für die 
Kugel, wenn auch die Curve der Berührung zwischen Fläche und Cylinder 
und die Meridiane der Fläche nicht miehr Kreise sondern Ellipsen oder 
Hyperbeln sind; er erwähnt p. 403 der Ellipsoide und der zweifachen 
Rotationshyperboloide, auffallender und schwer begreiflicher Weise aber 
nicht der einfachen Rotationshyperboloide. Hätte er dadurch um so mehr 
die Aufmerksamkeit auf diese lenken wollen? 

40. Gewiss kann die hier entwickelte Anschauung der zuletzt skizz- 
ierten gegenüber als umfassender und als mehr organisch bezeichnet 
werden; sie hat uns alle in den Abhandlungen von 1847 und 1852 
niedergelegten Resultate und nicht nur einen Theil derselben geliefert, 
nach einheitlicher Methode bewiesen und in ein Ganzes geordnet, mit 
Hinzufügung einer ziemlichen Reihe von Zwischengliedern und Ergänzun- 
gen. Die Aufeinanderfolge der Resultate hat dabei erhebliche Modifica- 
tionen erfahren müssen, wenn auch im Ganzen die SS 7 bis 22 wesentlich 
die Arbeit von 1852 und die $$ 31 bis 35 die von 1847 reconstruieren. 
Natürlich fehlt bei Sreıser die Parabel der Spuren der Durchdringungs- 
ebenen in der Axenebene ($ ı2) und ihre Beziehung zur Scheitel- und 
Brennpunktsbestimmung der Durchdringungsprojection ganz, die ein wesent- 
liches ‘Glied in unserer Gesammtentwickelung ist. Die aus ihrer Ver- 
bindung mit der Meridianhyperbel des ruhenden Hyperboloides in den 
$$ 7 f. hervorgehende Curve der Kegelspitzen giebt Anlass zu einer in- 
teressanten projectivischen Curvenerzeugung aus zwei Kegelschnitten. Die 
Paare der Schnittpunkte des einen mit den Tangenten des andern werden ' 
mit zwei festen Punkten seiner Peripherie durch gerade Linien verbunden; 
die Curve ist der Ort der Punktequadrupel, in welchen diese letzteren 
Geraden sich schneiden. 

In Bezug auf die sonstige Tragweite der entwickelten Anschauung 
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erlaube ich mir, auf einige meiner früheren Veröffentlichungen zu verwei- 
sen. Ich habe aus ihr in der Cyklographie die constructive Theorie der Kreis- 
büschel und Kreisnetze, die Methode der reciproken Radien und die 
Lösungen der Probleme über den Winkelschnitt der Kreise in der Ebene, 
der Kugeln im Raum und der Kreise auf der Kugel entwickelt — letz- 
teres das Programm des von STEINER 1826 als druckfertig angektindigten 
nun verschwundenen Manuscriptes von 25—30 Bogen; ich habe dort auch 
als näher ausgeführte Beispiele die Auflösung des ersten Sreiser’schen 
Schliessungsproblems von der Figur des Parpus über den Ring einander 
berührender Kreise, welche zwei Kreise berühren (vergl. Werke bp. 
42 f, p. 59, p. 135 f£), in den $$ 167 bis 169 und die Discussion der 
vollständigen Figur des FEvERBACH'schen Kreises im Dreieck in §§ 178 
bis 187 mit einer Menge neuer Resultate gegeben; und ich habe in der 
Abhandlung Zur Geschichte und Theorie der elementaren Abbildungsmethoden 
in Bd. 27 der Vierteljahrsschrift der Naturforsch. Gesellschaft 
in Zürich Gelegenheit genommen, zu zeigen, dass jene stereometrische 
Behandlung der Frurrsacu’schen Figur zu den Sreixer’schen Sätzen von 
der Hypocycloide mit drei Spitzen führt, welche im Jahre 1856 in der 
Akademie von Berlin und im 53 Bd. von Boncmanpr's Journal mitge- 
theilt sind. (Werke IL p. 641 f) Man sieht, dass die Anwendungs- 
sphäre der Methode ziemlich ausgedehnt ist und dass sie zu manchen der 
resultatreichen und meist, ohne Beweise gegebenen SrEmEm'schen Veröf- 
fentlichungen als ein Wegweiser dienen kann. Es war in diesem Gedan- 
ken, dass ich am Schlusse der Vorrede zur Cyklographie auch auf die 
beiden grossen Abhandlungen von 1847 und 1852 hinwiess. 

Ich habe mich a. a. O. offen dazu bekannt, dass ich lange Zeit 
glaubte, meine Methode sei die des STEINER’schen Manuscriptes von 1826 
(vergl. Werke T, p. 21); die Stellung der beiden genannten Abhandlungen 
zu meiner Methode erschien mir als ein Hauptgrund für diese Ansicht, 
und zwar nicht nur desshalb, weil die merkwiirdigen Resultate sich so 
anschaulich aus derselben entwickeln liessen, sondern noch aus dem an- 
dern Grunde, dass sich bei dieser Entwickelung elementare, darstellend- 
geometrische, cyklographische und projectivische Methoden so eng verbunden 
zeigen. Mir schienen von da aus Srermer’s Verhalten in der Sache und 
seine Äusserungen zu derselben die rechte Beleuchtung zu empfangen. Er 
hatte gewiss 1826 die baldige Veröffentlichung der Schrift über die Kreise 
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und Kugeln vor — wie er sagt, als Anfang zur Veröffentlichung seiner geo- 
metrischen Untersuchungen, die sich noch alle Tage erweiterten und aus- 
dehnten,. Er modificierte dann diese Absicht unter dem Eindruck und 
Zwang des fortwährenden Wachsens des eröffneten Untersuchungsgebietes 
und sprach sich darüber in dem classischen Vorwort zur Systematischen 
Entwickelung ete . von 1832 aus. Jenes Manuscript sollte den zweiten und 
letzten supplementären (vergl. Werke I, p. 235) Theil eines Gesammt- 
werkes bilden, welches aus fünf Haupttheilen bestehend eine projectivische 
Geometrie enthalten sollte; und die Systemat. Entwickelung ist der erste 
Theil davon. Das Manuseript von 1826 sollte zuletzt erscheinen, »da 
mehrere darin enthaltene Betrachtungen nur besondere Falle von solchen 
sind, welche in den erstgenannten fünf Theilem vorkommen, und wie- 
derum einige für Kreise und Kugeln selbständig entwickelte Sätze sich 
unmittelbar auf bestimmte Systeme von Curven und Flàchen zweiten 
Grades übertragen lassen, wie solches in jenen fünf Theilen nachgewiesen 
wird» Die Abhandlung von 1852 ist ein lehrreiches Beispiel dieser Ver- 
bindung und dasselbe ist durch die Allgemeine Betrachtung über eimander 
doppelt berührende Kegelschnitte (Werke IT, p. 471—483) vervollständigt 
worden. Dass der grosse Gesammtplan von 1832 nicht zur Ausführung 
kommen würde, war wohl schon bei Veröffentlichung der Abhandlung von 
1847 wahrscheinlich; und Srrimer gab hier statt. einer rein planimetrischen 
Zntwickelung ein Beispiel von der Kraft der darstellendgeometrischen Me- 
thode in der Bemerkung Werke II, p. 402 f. und der daran anknüpfenden 
Ausführung ibid. p. 406 bis 415. Zudem spricht vieles dafür, dass die 
beiden genannten Abhandlungen Auszüge der merkwürdigsten Resultate 
aus einem vorliegenden grósseren Ganzen bilden, wenn schon wir über 
dieses Ganze keine directe Kenntniss haben. Ich habe auch die Abhàngig- 
keit des Ahnlichkeitskreises und der von den Wechselsehnen der Kreise um- 
hüllten Parabel ihrer Schaar (S 15) als sehr speciellen Fall einer dar- 
stellendgeometrischen Entwickelung erkannt und nachgewiesen — vergl. die 
vorläufige Mittheilung in Dd. 28 der Vierteljahrsschrift der Natur- 
forsch. Gesellschaft in Zürich p. 289 f. — und mache schliesslich 
noch aufmerksam auf die einfachen Übergänge vom Reellen zum Imagi- 
nären in den entwickelten Constructionen. Habe ich ihnen zu viel Credit 
gegeben, wenn ich für möglich hielt, dass sie in Sreixer's Bewältigung 
des Imaginären in der Geometrie eine Stelle gehabt hätten? 








Tafel 1. 


Acta Mathematica 5. WFiedler Über die Durchdringung gleichseitiger Rotationshyperboloide von parallelenAxen. 


























Acta Mathematica 5. WRedler Über die Durchdringung gleichseitiger Roiationshyperboloide von parallelen Axen. Tafel 2. 
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